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First, a scheme to implement an arbitrary intermolecular potential into
the direct simulation Monte Carlo method is proposed. To illustrate the
scheme, two benchmark problems are solved employing the Lennard-Jones
potential.
Then, ab initio potentials are implemented into the direct simulation
Monte Carlo (DSMC) method. Such an implementation allows to model
transport phenomena in rarefied gases without any fitting parameter of in-
termolecular collisions usually extracted from experimental data. Applying
the method proposed by the authors in Phys. Fluids 24 011703 (2012), the
use of ab initio potentials in the DSMC requires the same computational ef-
forts as the widely used potentials such as hard spheres, variable hard sphere,
variable soft spheres etc. At the same time, the ab initio potentials provi-
des more reliable results than any other one. As an example, two of the
transport coefficients of a binary mixture He-Ar, viz., viscosity and thermal
conductivity, are calculated for several values of the mole fraction. Since the
computational effort of the new scheme is comparable with that of the hard
sphere model of molecules, this new scheme can completely substitute the
widely used models such as variable hard spheres and variable soft spheres.
Then, the planar Couette flow for gaseous mixture He-Ar is calculated by
the DSMC method based on ab initio potential over the whole range of the
gas rarefaction for several values of the mole fraction and for two values of
the wall speed. The smaller value of the speed corresponds to the limit when
the non-linear terms are negligible, while the larger value describes a non-
linear flow. The shear stress, velocity gradient, temperature and mole fraction
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profiles are presented. The reported results can be used as benchmark data
to test model kinetic equations for gaseous mixtures. To study the influence
of the intermolecular potential, the same simulations are carried out for the
hard sphere molecular model. A relative deviation of the results based on this
model from those based on the ab initio potential is analyzed. It is pointed
out that the difference between the shear stresses of the two potentials for
the linearized solution is within 1%, while it reaches 6% for the non-linear
cases.
Next, the heat flux problem for a binary gaseous mixture confined between
two parallel plates with different temperatures is studied on the basis of the
DSMC method with an implementation of ab initio potential. The calcula-
tions are carried for a wide range of the gas rarefaction, for several values
of the mole fraction and for two values of the temperature difference. The
smaller value of the difference corresponds to the limit when the nonlinear
terms are negligible, while the larger value describes a nonlinear heat transfer.
The heat flux, temperature, and mole fraction distributions are presented. To
study the influence of the intermolecular potential, the same simulations were
carried out for the hard sphere molecular model. A relative deviation of the
results based on this model from those based on the ab initio potential is
analyzed. It is pointed out that the difference between the heat flux of the
two potentials is about 8% and 5% for the small and large temperature diffe-
rences, respectively. The temperature distribution between plates is weakly
affected by the molecular potential, while the chemical composition varia-
tion is the most sensitive quantity for the considered problem. The reported
results can be used as benchmark data to test model kinetic equations for
gaseous mixtures.
Finally, a rarefied gas flow through a thin orifice is calculated for three no-
ble gases, helium, argon and krypton, applying the DSMC method based on
the ab initio potential. The calculations are carried out over the whole range
of the gas rarefaction and for several values of the pressure ratio with the nu-
merical error less than 0.5%. A comparative analysis shows that the relative
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difference of the flow rate based on the ab initio potential from that obtai-
ned for the hard sphere molecular model depends on many factors, namely,
gas species, pressure ratio, gas rarefaction and gas temperature. Among the
gases considered here, the difference for helium is the smallest and does not
exceed 0.7%. The deviation for krypton is the largest and reaches 1.4%. A
relative deviation of the flow rate due to the temperature variation is within
0.9%. A comparison of the flowfield shows that the Mach discs for the ab
initio potential are stronger than those for the hard sphere model.
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Resumo
Um esquema para implementar um potencial arbitra´rio na Simulac¸a˜o
Direta de Monte Carlo e´ proposto. Para ilustrar esse esquema, dois problemas
testes foram resolvidos usando o potencial de Lennard-Jones.
Os potencias AI tambe´m foram implementados na Simulac¸a˜o Direta de
Monte Carlo (DSMC). Tal implementac¸a˜o permite modelar os fenoˆmenos
de transporte em gases rarefeitos sem nenhum paraˆmetro de ajuste de co-
liso˜es intermoleculares que normalmente sa˜o extra´ıdos de dados experimen-
tais. Aplicando o me´todo proposto em Phys. Fluids 24 011703 (2012), o uso
de potenciais ab initio em DSMC requer o mesmo esforc¸o computacional de
potenciais amplamente utilizados como o de esferas r´ıgidas, esferas r´ıgidas
varia´veis, esferas moles varia´veis etc. Ao mesmo tempo, os potenciais ab ini-
tio permitem obter resultados mais confia´veis do que qualquer outro me´todo.
Como exemplo, dois dos coeficientes de transporte para a mistura bina´ria de
He-Ar, isto e´, viscosidade e condutividade te´rmica, tambe´m foram calculados
para diversas valores da frac¸a˜o molar. Ja´ que o esforc¸o computacional do
novo esquema e´ compara´vel com o modelo de esferas r´ıgidas, este esquema
pode substituir completamente os modelos amplamente utilizados tais como
esferas r´ıgidas varia´veis e esferas moles varia´veis.
A seguir, o escoamento plano de Couette para a mistura gasosa de He-
Ar e´ calculado pelo me´todo DSMC baseado no potencial ab initio, ao longo
de toda a gama de rarefac¸a˜o de ga´s para diversos valores da frac¸a˜o molar e
para dois valores da velocidade da parede. O menor valor de velocidade e´
correspondente ao limite quando as condic¸o˜es na˜o lineares sa˜o desprez´ıveis,
enquanto o valor maior descreve um escoamento na˜o linear. O tensor de
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cisalhamento, gradiente de velocidade, e perfis de temperatura e frac¸a˜o mo-
lar sa˜o apresentados. Os resultados reportados podem ser utilizados como
dados de refereˆncia para testar as equac¸o˜es cine´ticas modelo de misturas ga-
sosas. Para estudar a influeˆncia do potencial intermolecular, sa˜o realizadas
simulac¸o˜es para o modelo molecular de esfera r´ıgida. Um desvio relativo dos
resultados com base nesse modelo daqueles baseados em potencial ab initio
e´ observado. Salienta-se que a diferenc¸a entre os tensores de cisalhamento
dos dois potenciais para a soluc¸a˜o linearizada e´ dentro de 1%, enquanto que
atinge 6% para os casos na˜o- lineares.
A seguir, o problema do fluxo de calor para uma mistura gasosa bina´ria
confinada entre duas placas paralelas com diferentes temperaturas e´ estudado
em func¸a˜o do me´todo DSMC com uma aplicac¸a˜o do potencial ab initio. Os
ca´lculos sa˜o feitos para uma ampla gama de rarefac¸a˜o ga´s, para va´rios valores
da frac¸a˜o molar e para dois valores da diferenc¸a de temperatura. O menor
valor de diferenc¸a de temperatura corresponde ao limite quando os termos na˜o
lineares sa˜o desprez´ıveis, enquanto o valor maior descreve uma transfereˆncia
de calor na˜o-linear. O fluxo de calor, temperatura, e as distribuic¸o˜es de
frac¸o˜es molares sa˜o apresentados. Para estudar a influeˆncia do potencial
intermolecular, foram realizadas simulac¸o˜es para o modelo molecular de esfera
r´ıgida. Um desvio relativo dos resultados com base nesse modelo daquelas
baseadas no potencial ab initio e´ observado. A diferenc¸a entre o fluxo de
calor dos dois potenciais e´ de cerca de 8% e 5% para as pequenas e grandes
diferenc¸as de temperatura, respectivamente. A distribuic¸a˜o de temperatura
entre as placas e´ fracamente afetada pelo potencial molecular, enquanto que a
variac¸a˜o da composic¸a˜o qu´ımica e´ a quantidade mais sens´ıvel para o problema
considerado. Os resultados reportados podem ser utilizados como dados de
refereˆncia para testar equac¸o˜es cine´ticas modelo de misturas gasosas.
Por u´ltimo, um fluxo de ga´s rarefeito atrave´s de um orif´ıcio e´ calculado
para treˆs gases nobres, he´lio, argoˆnio e criptoˆnio, aplicando DSMC baseada
no potencial ab initio. Os ca´lculos sa˜o realizados ao longo de todo o intervalo
da rarefac¸a˜o do ga´s e para va´rios valores da raza˜o de pressa˜o com o erro
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nume´rico inferior a 0,5%. Uma ana´lise comparativa mostra que a diferenc¸a
relativa da taxa de fluxo com base no potencial ab initio do que a obtida
para o modelo molecular de esferas r´ıgidas depende de muitos fatores, isto
e´, espe´cies de ga´s, a raza˜o de pressa˜o, rarefac¸a˜o do ga´s e a temperatura do
ga´s. Entre os gases considerados aqui, a diferenc¸a para o he´lio e´ menor e na˜o
excede 0,7%. O desvio para o criptoˆnio e´ maior e chega a 1,4%. O desvio
relativo da taxa de fluxo devido a` variac¸a˜o de temperatura esta´ dentro de
0,9%. Uma comparac¸a˜o dos campos mostra que os discos de Mach para o
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1.1 Limites da Mecaˆnica dos meios cont´ınuos
O principal pressuposto da mecaˆnica dos meios cont´ınuos e´ que os fluidos
sa˜o cont´ınuos [1]. Isto quer dizer que a distaˆncia me´dia entre as mole´culas
de um fluido sa˜o muito menores do que qualquer tamanho caracter´ıstico do
escoamento. As equac¸o˜es de Euler e Navier-Stokes sa˜o va´lidas apenas sob
este pressuposto. Estas equac¸o˜es permitem descrever uma grande classe de
escoamento de fluidos.
Pore´m ha´ situac¸o˜es onde o pressuposto do meio cont´ınuo na˜o vale mais
[2, 3]. Um dos primeiros a perceber tal situac¸a˜o foi Martin Knudsen [4], em
1909, quando ele detectou um desvio na medida da taxa de fluxo atrave´s
de um tubo a baixa pressa˜o daquele previsto na equac¸a˜o de Navier-Stokes.
Este desvio foi explicado pelo fato que a hipo´tese do meio cont´ınuo a baixa
temperatura na˜o vale. Nesta situac¸a˜o o ga´s e´ dito rarefeito. Assim, devido
a falha da hipo´tese do cont´ınuo, a abordagem matema´tica para escoamentos
sob estas circunstaˆncias precisa ser baseada numa descric¸a˜o microsco´pica, ou
seja, um ga´s deve ser considerado como sendo composto de mole´culas. Esta
abordagem e´ chamada de Dinaˆmica dos Gases Rarefeitos.
Foi Daniel Bernoulli, que, no se´culo XVIII, estabeleceu o que e´ conhe-
cido hoje em dia como a teoria cine´tica elementar dos gases e mostrou que a
pressa˜o e´ proporcional ao quadrado da velocidade das mole´culas. No se´culo
1
XIX John Herapath [5] e J.J. Waterston [6] mostraram que a temperatura
e´ proporcional a` energia das mole´culas, e introduziram o teorema de equi-
partic¸a˜o de energia.
O primeiro a introduzir o conceito de livre caminho me´dio das mole´culas
foi Rudolf Clausius [7]. A Dinaˆmica dos Gases Rarefeitos propriamente dita
teve o seu in´ıcio a partir das ideias lanc¸adas por Maxwell, que em 1859
abandonou a ideia de que todas as part´ıculas de ga´s moviam-se com a mesma
velocidade, e assumiu que uma distribuic¸a˜o estat´ıstica de velocidades deve
existir, introduzindo o conceito de func¸a˜o distribuic¸a˜o de velocidade. Ele
obteve uma distribuic¸a˜o no estado de equil´ıbrio do ga´s, e tal distribuic¸a˜o
e´ conhecido como distribuic¸a˜o de Maxwell. Em 1872, Boltzmann obteve
a equac¸a˜o cine´tica [3, 8], que permite determinar a evoluc¸a˜o da func¸a˜o de
distribuic¸a˜o de velocidade quando o sistema esta´ fora de equil´ıbrio. A partir
dessas ferramentas matema´ticas, va´rios me´todos para o ca´lculo dos fluxos de
gases rarefeitos foram desenvolvidos.
1.2 Dinaˆmica dos gases rarefeitos
A dinaˆmica dos gases rarefeitos [3, 9–17] e´ a parte da mecaˆnica dos flui-
dos [1, 2], que estuda gases onde o tamanho caracter´ıstico do escoamento e´
da ordem do livre caminho me´dio das mole´culas. Nesse caso os gases na˜o
formam mais um meio cont´ınuo, e por isso as equac¸o˜es da Mecaˆnica dos
meios cont´ınuos, tais como as equac¸o˜es de Euler e Navier-Stokes, na˜o valem
mais. Isso ocorre quando a pressa˜o e´ muito baixa ou quando as dimenso˜es
caracter´ısticas do escoamento sa˜o muito pequenas. Nesse caso, e´ preciso usar
outros me´todos, como por exemplo os me´todos que envolvem soluc¸o˜es ou





Figura 1.1: A dinaˆmica dos gases rarefeitos encontra aplicac¸a˜o na engenha-
ria aeroespacial, em aceleradores de part´ıculas e na microeletroˆnica. Fo-
tos: a-Tevatron, no Fermilab, fonte wikipedia. b-Concepc¸a˜o art´ıstica do
sate´lite SARA, isto e´, Sate´lite de Re-Entrada Atmosfe´rica [18–21], fonte
www.iae.cta.br, e c microchip, fonte infobae.com
Dentre as inu´meras aplicac¸o˜es da Dinaˆmica de Gases Rarefeitos, vide fi-
gura 1.1, esta˜o a Aerotermodinaˆmica de espac¸onaves e sate´lites, [20–24], pro-
jetos como o KATRIN do ingleˆs Karlsruhe Tritium Neutrino Experiment, que
visa a medida da massa do neutrino [25–27], aceleradores de part´ıculas [28,29],
problemas de metrologia [30–32] e cieˆncia de va´cuo [33, 34], escoamentos em
escalas micro e nano [35, 36], etc. No caso da aerotermodinaˆmica ocorre que
os gases que compo˜em a atmosfera em elevadas altitudes sa˜o rarefeitos, na˜o
formando um cont´ınuo. No caso do projeto KATRIN o uso da DGR e´ devido
ao va´cuo, ou seja, baixa pressa˜o.
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1.3 Contextualizac¸a˜o deste trabalho
A Simulac¸a˜o Direta de Monte Carlo (DSMC) e´ um dos me´todos usados
na Dinaˆmica de Gases Rarefeitos. Os outros me´todos sa˜o baseados na soluc¸a˜o
da Equac¸a˜o cine´tica de Boltzmann. Antes deste trabalho, a simulac¸a˜o DSMC
era usada apenas com modelo molecular de esferas r´ıgidas ou com modelos
criados especificamente para ela, que envolvem paraˆmetros de ajuste, como
por exemplo, o de esferas r´ıgidas varia´veis. Foi nesse contexto que surgiu a
necessidade de se criar um me´todo que permitisse utilizar qualquer potencial
na DSMC, e de prefereˆncia potenciais que na˜o tivessem paraˆmetros de ajuste,
como e´ o caso do VHS. No cap´ıtulo 4, sobre Metodologia, iremos explicar o
que e´ VHS.
1.4 Proposta deste trabalho
Foram treˆs as propostas deste trabalho de pesquisa de tese:
1. A criac¸a˜o de um novo me´todo que permitisse o uso de potenciais ar-
bitra´rios no me´todo DSMC, tais como Lennard-Jones, e em especial
potenciais ab initio (AI). Os potenciais AI sa˜o obtidos a partir de
princ´ıpios ba´sicos e, portanto, na˜o requerem paraˆmetros de ajuste, po-
dendo substituir em praticamente todas as situac¸o˜es os principais mode-
los aproximados utilizados na DSMC, tais como esferas r´ıgidas, esferas
r´ıgidas varia´veis, esferas moles varia´veis, etc. Cremos que esse objetivo
foi alcanc¸ado e a metodologia obtida foi publicada em dois artigos: O
primeiro [37] que tratou de potencial arbitra´rio atrave´s do pre´ ca´lculo
do aˆngulo de espalhamento χ que depende das energias relativas en-
tre as mole´culas e do paraˆmetro de impacto, que e´ armazenado numa
matriz na memo´ria do computador e onde esses dois paraˆmetros sa˜o
discretizados na forma de linhas e colunas da matriz. O segundo [38]
que implementou de fato o potencial ab initio.
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2. O ca´lculo de dois coeficientes de transporte, a saber, a viscosidade e a
condutividade te´rmica, que pela primeira vez foram calculados para
mistura de gases nobres (He e Ar) rarefeitos a partir de primeiros
princ´ıpios (ab initio), e que fez parte tambe´m do segundo artigo.
3. O uso do me´todo desenvolvido para solucionar problemas com o ob-
jetivo de termos dados de refereˆncia. Foram resolvidos 3 problemas
de refereˆncia, a saber, de escoamento plano de Couette, para mistura
bina´ria de gases nobres rarefeitos, publicado no artigo [39], de fluxo
plano de calor, tambe´m para mistura bina´ria de gases nobres rarefei-
tos, publicado no artigo [40], (os problemas de transfereˆncia de calor e
de Couette foram resolvidos tanto para o caso linear, quer dizer, para
pequena diferenc¸a de temperatura e pequena velocidade da parede, em
relac¸a˜o a` temperatura de equil´ıbrio e a` velocidade mais prova´vel, como
tambe´m para o caso na˜o linear) e de escoamento atrave´s de orif´ıcio,
para u´nico ga´s nobre, rarefeito, publicado no artigo [41].
1.5 Organizac¸a˜o da tese
Esta tese se divide nos seguintes cap´ıtulos: Este cap´ıtulo fala um pouco
sobre o que e´ a Mecaˆnica dos meios cont´ınuos, e fazemos a contextualizac¸a˜o do
trabalho, proposta do trabalho, esta organizac¸a˜o e a contribuic¸a˜o do trabalho.
Segue o cap´ıtulo 2 de conceitos ba´sicos e o cap´ıtulo 3 de revisa˜o bibliogra´fica.
O cap´ıtulo 4 trata sobre Metodologia, onde explicamos qual foi o me´todo
utilizado para fazer os ca´lculos apresentados nesta tese. O cap´ıtulo 5 fala
sobre os me´todos introduzidos nesta tese, isto e´, sobre o uso de potenciais
intermoleculares arbitra´rios na DSMC, com eˆnfase nos potenciais ab initio,
e como isso foi implementado. No cap´ıtulo 6 apresentamos as informac¸o˜es
do ca´lculo dos coeficientes de transporte para mistura e no cap´ıtulo 7 as
informac¸o˜es sobre o ca´lculo dos problemas de escoamento de Couette e de
fluxo plano de calor, para uma mistura gasosa rarefeita, utilizando o me´todo
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de potencial AI. No cap´ıtulo 8 falamos sobre escoamento de um ga´s u´nico
rarefeito por or´ıficio utilizando potenciais AI para dois gases diferentes e no
cap´ıtulo 9 apresentamos as concluso˜es. Ao final apresentamos dois apeˆndices,
sendo que no apeˆndice A mostramos os gra´ficos de campos de temperatura,
densidade nume´rica e nu´mero de Mach local para escoamento de orif´ıcio,
para o ga´s Argoˆnio, usando potencial AI, para diversas razo˜es de pressa˜o e
rarefac¸o˜es. No apeˆndice B e´ apresentada uma pequena revisa˜o bibliogra´fica
de potenciais AI.
1.6 Contribuic¸a˜o da tese
O trabalho de pesquisa desta tese deu origem a 5 publicac¸o˜es em perio´dicos
internacionais com referees, uma apresentac¸a˜o oral por parte do aluno no con-
gresso internacional “19th International Vacuum Conference”, em Paris, em
2013, ale´m de outras apresentac¸o˜es. A principal contribuic¸a˜o deste trabalho
foi a apresentada nos dois primeiros artigos [37, 38]. O primeiro tratando
da implementac¸a˜o de potenciais arbitra´rio em DSMC, e o segundo tratando
da implementac¸a˜o de potencial AI, como caso particular do primeiro. Es-
tes dois artigos representaram um grande avanc¸o na a´rea de DSMC. Agora
o pesquisador que quiser podera´ utilizar os potenciais mais exatos existen-
tes, e sem uso de paraˆmetros de ajuste tirados da experieˆncia. Os artigos
seguintes [39–41] trataram da aplicac¸a˜o deste me´todo para misturas para es-
coamento plano de Couette e para transfereˆncia plana de calor, e para ga´s
u´nico, escoamento de orif´ıcio. Estes artigos, portanto, foram para fornecer
dados de “benchmark”. Eles podem servir para testar modelos e me´todos
aproximados, como, por exemplo, McCormack, e para verificar potenciais e
modelos cine´ticos que visam a simplificac¸a˜o do ca´lculo.
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Cap´ıtulo 2
Conceitos de dinaˆmica dos
gases rarefeitos
Neste cap´ıtulo iremos apresentar de forma resumida alguns conceitos da
dinaˆmica de gases rarefeitos. Quando necessa´rio, esses conceitos sera˜o expli-
cados de forma mais aprimorada ao longo deste trabalho.
2.1 Livre caminho me´dio e livre caminho equi-
valente
Chama-se de Livre Caminho Me´dio λ a distaˆncia me´dia percorrida por
uma mole´cula entre duas coliso˜es sucessivas. Pore´m quando temos um po-
tencial de longo alcance, a definic¸a˜o de colisa˜o fica amb´ıgua, porque como
o potencial vai ate´ o infinito todas as part´ıculas esta˜o o tempo todo em
colisa˜o. Ao inve´s dele e´ preferivel utilizar o conceito de Livre Caminho Equi-
valente [42], por na˜o ter ambiguidade e por ser definido somente em termos





onde, p0 e´ a pressa˜o do ga´s, µ e´ a viscosidade e v0, que para ga´s u´nico e´ a
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kB e´ a constante de Boltzmann, T0 e´ a temperatura de equil´ıbrio do ga´s e m
a massa das mole´culas constituintes do ga´s. Para uma mistura bina´ria v0 na˜o
e´ mais a velocidade mais prova´vel, mas apenas uma velocidade caracter´ıstica
e m e´ a massa me´dia definida por
m := Cm1 + (1− C)m2, (2.3)





e n1 e n2 sa˜o as densidades nume´ricas de cada espe´cie.
2.2 Nu´mero de Knudsen e Paraˆmetro de Ra-
refac¸a˜o
O nu´mero de Knudsen (Kn) e´ um nu´mero usado para caracterizar nume-





onde λ e´ o livre caminho me´dio das mole´culas do ga´s ou gases e H e´ uma
distaˆncia caracter´ıstica do escoamento, que e´ escolhida de forma diferente
para cada caso. Por exemplo, no escoamento plano de Couette, H e´ a
distaˆncia entre as placas.
O paraˆmetro de rarefac¸a˜o (δ) e´ tambe´m uma quantidade adimensional que
serve para medir o grau de rarefac¸a˜o de um ga´s. Ele e´ definido em termos de











Com o paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ podemos dividir a rarefac¸a˜o de um ga´s
em basicamente treˆs regimes, a saber: (i) Regime de mole´culas livres. Nesse
regime o ga´s e´ extremamente rarefeito e praticamente na˜o ocorrem coliso˜es
entre as mole´culas do ga´s, nesse caso temos δ  1. (ii) Regime hidrodinaˆmico
δ  1, onde a rarefac¸a˜o e´ mı´nima e o ga´s se comporta como um cont´ınuo e,
portanto, valem as equac¸o˜es da mecaˆnica dos meios cont´ınuos. (iii) Regime
de transic¸a˜o, onde δ ∼ 1, onde ha´ coliso˜es, mas o ga´s na˜o forma um cont´ınuo
e nem as equac¸o˜es da dinaˆmica dos meios cont´ınuos sa˜o va´lidas. Problemas
de DGR, no regime de transic¸a˜o, em geral na˜o possuem soluc¸o˜es anal´ıticas, e
sa˜o os mais interessantes para aplicarmos os me´todos da dinaˆmica dos gases
rarefeitos, sendo que alguns desses me´todos, em especial a DSMC, sa˜o va´lidos
em praticamente todos os regimes (exceto para gases densos, onde podem
ocorrer coliso˜es terna´rias, quaterna´rias, etc, entre as mole´culas do ga´s). O
significado exato de “muito maior”e “muito menor”que a unidade varia de
problema para problema e depende tambe´m da precisa˜o desejada.
O paraˆmetro de rarefac¸a˜o e´ muito utilizado na literatura, assim iremos
preferir o paraˆmetro de rarefac¸a˜o ao nu´mero de Knudsen.
2.3 Distribuic¸a˜o de velocidade e momentos
Para descrever o movimento das part´ıculas de um ga´s no´s precisamos
de no mı´nimo seis grandezas por part´ıcula, a saber: o vetor posic¸a˜o r =
(x1, x2, x3) e o vetor velocidade v = (v1, v2, v3). Formalmente, no´s podemos
considerar um espac¸o de seis dimenso˜es de posic¸a˜o e velocidade (r,v). De-
notemos por d6N o nu´mero de part´ıculas esperado num elemento de volume
de seis dimenso˜es d3rd3v pro´ximo ao ponto (r,v). A func¸a˜o distribuic¸a˜o de
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Ale´m da suposic¸a˜o sobre o grande nu´mero de part´ıculas, na definic¸a˜o
acima dada, mais uma suposic¸a˜o, a saber, a auseˆncia de correlac¸a˜o no movi-
mento das part´ıculas. Em outras palavras, as part´ıculas esta˜o em um movi-
mento livre de forma independente uma da outra durante praticamente todo
o tempo. Uma part´ıcula e´ submetida a uma interac¸a˜o com outra somente
durante um tempo muito curto. Tal condic¸a˜o se cumpre se a distaˆncia me´dia
entre as part´ıculas e´ muito maior do que seus tamanhos.
A func¸a˜o distribuic¸a˜o de velocidade conte´m toda a informac¸a˜o sobre um
determinado escoamento de ga´s. A chamada distribuic¸a˜o de velocidade de
Maxwell corresponde a um estado de equil´ıbrio e para um sistema tridimen-
sional, e´ dada por












onde T e´ a temperatura. Esta distribuic¸a˜o e´ obtida da distribuic¸a˜o de
Maxwell-Boltzmann, que da´ a probabilidade para uma determinada energia,
apenas fazendo a substituic¸a˜o E = mv2/2. Para uma mistura, cada espe´cie
tera´ sua pro´pria func¸a˜o distribuic¸a˜o fi(t, r,v), onde i denota a espe´cie.
Podemos agora definir algumas grandezas.
























A me´dia ψ¯i de uma func¸a˜o ψ das velocidades moleculares para mole´culas


























Define-se a velocidade peculiar V i de uma mole´cula do tipo i em relac¸a˜o
a` velocidade hidrodinaˆmica, como sendo
V i = vi − u. (2.16)
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3vi. (2.18)




(P11 + P22 + P33), (2.19)













2.4 Lei de Newton
A lei de Newton que relaciona o gradiente da velocidade com o tensor
pressa˜o tem a forma
P = pI − 2µS, (2.21)
onde µ e´ a viscosidade, I e´ o tensor identidade, e S e´ chamado tensor taxa













δij∇ · u. (2.22)
Nem todos os fluidos obedecem essa lei. Os fluidos que a obedecem sa˜o
chamados de fluidos newtonianos, enquanto os que na˜o a obedecem sa˜o cha-
mados de na˜o newtonianos.
A lei de Newton vale somente no regime hidrodinaˆmico, quer dizer, quando
δ  1, e o ga´s (ou gases) forma um meio cont´ınuo.
A viscosidade, µ, e´ o coeficiente de proporcionalidade que aparece na lei
de Newton. A unidade de viscosidade no SI e´ o pascal segundo.
2.5 Viscosidade em gases
A viscosidade em gases foi primeiramente estudada por Maxwell (1831,
1879), quem descobriu em 1866 que a mesma e´ proporcional a` densidade ρ
do ga´s, ao livre caminho me´dio λ das mole´culas e a` velocidade mais prova´vel






Uma consequeˆncia direta dessa lei e´ que a viscosidade e´ independente da
pressa˜o. Por exemplo, um aumento da densidade causado por um aumento
da pressa˜o a` temperatura constante, sera´ compensado por uma igual reduc¸a˜o
no livre caminho me´dio. A viscosidade, pore´m, depende da temperatura, e
cresce com o aumento da mesma.
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2.6 Lei de Fourier
A lei de Fourier estabelece que o fluxo de calor q num meio material e´
proporcional ao gradiente de temperatura
q = −κ∇T. (2.24)
Da mesma forma que a lei de Newton, a lei de Fourier vale somente no
regime hidrodinaˆmico. A constante de proporcionalidade κ que aparece na lei
de Fourier e´ chamada de condutividade te´rmica. A unidade de condutividade
te´rmica no sistema internacional e´ o W/( K m ). Ela depende da pressa˜o e
da temperatura.
2.7 Nu´mero de Prandtl
Nu´mero de Prandtl (Pr) e´ um nu´mero adimensional, que frequentemente
aparece nas soluc¸o˜es de problemas da DGR, definido como o produto da vis-
cosidade pelo calor espec´ıfico a` pressa˜o constante dividido pela condutividade
te´rmica. Um valor de Pr muito pequeno significa que o calor se difunde muito





O nu´mero de Prandtl, para um ga´s u´nico, isto e´, ga´s composto de uma
u´nica espe´cie qu´ımica, vale aproximadamente 2/3.
2.8 Taxa de termodifusa˜o e fator de difusa˜o
te´rmica
Se uma mistura em repouso e´ sujeita a um gradiente de temperatura
∂T/∂x, enta˜o um gradiente de frac¸a˜o molar C e´ estabelecido, o qual e´ rela-












onde kT e´ o coeficiente de taxa de termodifusa˜o. Em vez deste coeficiente,
muitas vezes se trabalha em termos do fator de difusa˜o te´rmica definido como
αT :=
kT
C(1− C) . (2.27)
2.9 Nu´mero de Mach
O nu´mero de Mach (M) [1] e´ uma quantidade adimensional igual a raza˜o
de uma velocidade, no nosso caso de dinaˆmica de gases rarefeitos, a velocidade





Se o nu´mero de Mach for superior a um (M > 1) diz-se que se esta´ no
regime supersoˆnico, enquanto que se o nu´mero de Mach for inferior a um
(M < 1) diz-se que se esta´ no regime subsoˆnico. Tambe´m existe o conceito
de nu´mero de Mach local (Mlocal) que e´ o nu´mero de Mach calculado consi-
derando a velocidade do som num determinado ponto do fluido em questa˜o.
2.10 Equac¸a˜o de Boltzmann
A equac¸a˜o de Boltzmann e´ uma equac¸a˜o derivada por Ludwig Boltzmann
em 1872 que descreve a evoluc¸a˜o temporal de um sistema termodinaˆmico fora
do equil´ıbrio e e´ usada, em particular, para os problemas da Dinaˆmica dos
Gases Rarefeitos. Resolvendo a equac¸a˜o de Boltzmann para um determiando
problema, o que na˜o e´ fa´cil e nem sempre e´ possivel, obteˆm-se, em princ´ıpio,
a distribuic¸a˜o de velocidades das part´ıculas do sistema f(r,v, t).




+ v · ∇rf = Q(f,v), (2.29)
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onde ∇r e´ o operador diferencial nabla comum, definido como
∇r := ei ∂
∂ri
, (2.30)
sendo ei os versores cartesianos, de modo que ∇rf e´ o gradiente da func¸a˜o
distribuic¸a˜o. Estamos assumindo a convenc¸a˜o da soma. O produto escalar
v · ∇rf e´ dado por
v · ∇rf = vi ∂f
∂ri
. (2.31)
O termo Q(f,v), que na˜o iremos escrever explicitamente, e´ chamado de
integral de coliso˜es e depende de f e da velocidade molecular, e conte´m
informac¸o˜es sobre o tipo de potencial utilizado.
Bhatnagar, Gross and Krook [46], Welander [47], Shakhov [48] e McCor-
mack [49] criaram equac¸o˜es modelo que sa˜o me´todos que visam simplificar a
resoluc¸a˜o da Equac¸a˜o de Boltzmman atrave´s de uma aproximac¸a˜o da integral
de coliso˜es, isto e´, o termo do “lado direito”da equac¸a˜o de Boltzmann. Com-
parado com a resoluc¸a˜o computacional direta da equac¸a˜o de Boltzmann, ou
com a DSMC, os me´todos nume´ricos que utilizam essa aproximac¸o˜es podem
ser muito mais ra´pidos, embora esse me´todos deˆem somente resultados apro-
ximados. Em particular, o me´todo de McCormack, consiste em considerar a
func¸a˜o distribuic¸a˜o como sendo uma perturbac¸a˜o da distribuic¸a˜o de Maxwell.
2.11 Aˆngulo de deflexa˜o
A determinac¸a˜o do aˆngulo de deflexa˜o num campo de forc¸a central cons-
titui um problema de mecaˆnica cla´ssica. Considere uma colisa˜o entre duas
mole´culas, onde uma e´ o alvo e a outra e´ o proje´til, e U(r) e´ o potencial inter-
molecular, vide figura 2.1. O aˆngulo de deflexa˜o χ depende de dois fatores,
a energia relativa E e o paraˆmetro de impacto b, vide figura 2.1. De acordo
com [50], χ e´ dado por













onde rm e´ a distaˆncia de ma´xima aproximac¸a˜o. Essa grandeza e´ muito im-
portante, porque e´ em termos dela que se calcula as novas velocidades po´s
colisionais das part´ıculas, que e´ necessa´rio na DSMC.
Figura 2.1: Esquema de colisa˜o bina´ria.
2.12 Potencial de esferas r´ıgidas
O potencial de esferas r´ıgidas (HS), do ingleˆs hard spheres, e´ um po-
tencial onde as mole´culas sa˜o concebidas como sendo esferas r´ıgidas de um
determinado diaˆmetro definido. Quando duas esferas na˜o esta˜o em contato
na˜o existe forc¸a alguma entre elas. Se duas esferas entram em contato surge
uma forc¸a infinita que as tornam totalmente instranspon´ıveis. Supondo um
u´nico ga´s e d o diaˆmetro das mole´culas e r a distaˆncia entre os centros das
mole´culas, enta˜o o potencial e´
U(r) =
{ ∞, r 6 d
0, r > d.
(2.33)
Para uma mistura, d passa a ser o diaˆmetro me´dio das duas espe´cies.
Por sua simplicidade o potencial de esferas r´ıgidas e´ um dos mais uti-
lizados, ainda que esteja muito longe de descrever corretamente as forc¸as
intermoleculares.
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Fisicamente, ele significa que duas part´ıculas na˜o podem ficar mais pro´ximas
do que o seu diaˆmetro, mas quando eles esta˜o separados por uma distaˆncia
r > d a forc¸a de interac¸a˜o e´ zero. Em muitas aplicac¸o˜es este modelo funci-
ona muito bem e e´ por isso que e´ amplamente utilizado em ca´lculos pra´ticos,
como modelagem de processos tecnolo´gicos, ca´lculos de engenharia, etc. Os
diaˆmetros moleculares podem ser extra´ıdos a partir dos coeficientes de trans-
porte, tais como a viscosidade e a condutividade te´rmica.
No caso do ga´s dilu´ıdo, as interac¸o˜es intermoleculares na˜o afetam as
equac¸o˜es de estado e de energia, mas sa˜o importantes para descrever os
fenoˆmenos de transporte em gases, ou seja, viscosidade, condutividade te´rmica,
transfereˆncias de massa, calor e momento.
2.13 Modelo VHS
O modelo VHS, do ingleˆs “Variable Hard Spheres”, foi introduzido por G.
A. Bird especificamente na DSMC, vide [51], para levar um conta uma forc¸a
de repulsa˜o entre as mole´culas, coisa que na˜o existe no modelo de esferas
r´ıgidas, exceto para r = d. O modelo HS resulta numa dependeˆncia da
viscosidade com a temperatura da forma µ ∝ √T , o que na˜o e´ confirmado
pela experieˆncia, e o modelo VHS corrige isso. O modelo VHS corresponde
ao potencial chamado de centro de repulsa˜o, onde a forc¸a de repulsa˜o tem a
forma
F (r) = kr−η, (2.34)
onde η e´ uma constante que depende do ga´s, chamada de coeficiente de vis-







onde ξ = 2/(η−1), vr e´ a velocidade relativa e os outros valores sa˜o constantes
de refereˆncia. Ou seja, o diaˆmetro das mole´culas varia com a velocidade
relativa entre elas. Este modelo evidentemente na˜o e´ f´ısico, uma vez que
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mole´culas na˜o variam de tamanho com a velocidade relativa. Neste modelo o
aˆngulo de espalhamento e´ isotro´pico e calculado da mesma forma que no caso
de HS. Este modelo requer mais paraˆmetros de ajuste tirados da experieˆncia
do que o modelo HS. Os autores Koura e Matsumoto [52,53] mostraram que
neste modelo o coeficiente de difusa˜o do ga´s e´ inconsistente com a experieˆncia,
o que levou a criac¸a˜o do chamado modelo de Esferas Moles Varia´veis, que e´
uma extensa˜o do VHS.
2.14 Potencial Lennard-Jones
O potencial de Lennard-Jones (LJ) e´ um potencial que possui tanto uma












Ale´m desta, outras formas, com outros expoentes ao inve´s de 12 e 6 tambe´m
sa˜o poss´ıveis. O termo positivo corresponde a` parte repulsiva, e o termo nega-
tivo corresponde a` parte atrativa. Este potencial tem apenas dois paraˆmetros,
uma distaˆncia d, que e´ relacionada ao diaˆmetro molecular; e uma energia
ε, que sa˜o paraˆmetros normalmente extra´ıdos da experieˆncia. Para uma
distaˆncia grande r  d a forc¸a atrativa predomina. A medida que a distaˆncia
diminui, a parte repulsiva comec¸a a se tornar mais importante. Este poten-
cial e´ muito utilizado e descreve bem as forc¸as intermoleculares, exceto para
a parte repulsiva, que na˜o e´ ı´ngreme o suficiente, vide [3]. Uma outra dificul-
dade e´ que como os paraˆmetros sa˜o extra´ıdos normalmente da experieˆncia fica
muito dif´ıcil calcula´-los corretamente para uma mistura. O que se faz nesse
caso, vide [2], e´ considerar o paraˆmetro  como sendo uma me´dia geome´trica
dos paraˆmetros  dos componentes, e no caso do paraˆmetro d, uma me´dia
aritme´tica, pore´m isso carece de justificativa.
Como sera´ mostrado depois, a viscosidade µ de um ga´s composto de esfe-
ras r´ıgidas e´ proporcional a` raiz quadrada da temperatura, ou seja, µ ∝ √T ,
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enquanto os dados emp´ıricos, ver por exemplo [54], indicam uma dependeˆncia
diferente. Ja´ o modelo LJ e´ livre do defeito da viscosidade errada em func¸a˜o
da temperatura e descreve mais detalhadamente os coeficientes de transporte.
Este potencial de LJ permite descrever melhor a dependeˆncia dos coefici-
entes de transporte com a temperatura. Os valores de d e ε variam de uma
fonte bibliogra´fica para outra, porque sa˜o extra´ıdos de diferentes coeficientes
como viscosidade ou condutividade te´rmica. Alguns valores nume´ricos dos
paraˆmetros do potencial LJ extra´ıdos de dados experimentais da viscosidade
sa˜o reportados em [3] e [2].
2.15 Potenciais Ab initio
Ab initio, que abreviaremos por AI, e´ um termo latino que significa
“desde o princ´ıpio ”e e´ derivado do latim ab (“de”) + initio, ablativo singu-
lar de initium (“ in´ıcio ”). Potencial AI significa “ potencial desde o in´ıcio ”,
desde o ba´sico. Nos potenciais AI na˜o ha´ utilizac¸a˜o da experimentac¸a˜o a fim
de determinar as forc¸as entre as mole´culas. As forc¸as entre as mole´culas sa˜o
calculadas atrave´s da Lei de Coulomb e da Mecaˆnica Quaˆntica e os u´nicos
paraˆmetros utilizados sa˜o as constantes fundamentais da F´ısica, tais como a
carga elementar, a permissibilidade do va´cuo e constante de Planck, e claro,
algumas informac¸o˜es ba´sicas sobre as mole´culas ou a´tomos, como o nu´mero
atoˆmico de um determinado a´tomo. Estes sa˜o os u´nicos dados experimentais
utilizados nos ca´lculos de potenciais ab initio, e sa˜o conhecidos com precisa˜o
muito alta. Assim, em comparac¸a˜o com os experimentos para determinar
empiricamente as forc¸as intermoleculares, podemos dizer que potenciais AI
na˜o dependem de dados experimentais. Esta e´ a grande vantagem deste tipo
de ca´lculo. Em dados experimentais sempre havera´ incertezas. O resultado
nume´rico e´ normalmente extrapolado numa fo´rmula matema´tica que permite
o uso desses potenciais em outros problemas. Potenciais AI foram introdu-
zidos na DSMC por Sharipov e Strapasson (2012), que constitui o principal
assunto desta tese.
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Para a primeira implementac¸a˜o do potencial AI na DSMC no´s utilizamos





















vide apeˆndice B, que e´ uma interpolac¸a˜o de dados nume´ricos, e onde Eh =
4,35974417× 10−18 J e´ a energia de Hartree, e a0 = 5,2917721092× 10−11 m
e´ o raio de Bohr. Os paraˆmetros do potencial A, a1, a2 e b sa˜o extra´ıdos das
u´ltimas colunas das Tabelas III, IX e XIII da Ref. [56]. Os coeficientes Cn
sa˜o extra´ıdos das tabelas correspondentes da Ref. [56]. Os valores de todos
os paraˆmetros dos potenciais esta˜o resumidos na Tabela 2.1.
Tabela 2.1: Paraˆmetros para o potencial AI dado pela Eq.(2.37).
He, Ref. [56] Ar, Ref. [56] He-Ar [56] Kr, Ref. [57]
A 6,62002 82,9493 23,1693 109,66
a1 1,88553 1,45485 1,63329 1,32512
a2 0,0639819 0,0379929 0,0462008 0,0404
b 1,85822 1,62365 1,63719 1,40
C6 1,46098 63,7520 9,38701 120,14
C8 14,1179 1556,46 165,522 3565,02
C10 183,691 49437,9 3797,16 364467,0
C12 3,26527×103 1,16518×105 1,16518×105 0
C14 7,64399×104 4,66258×106 4,66258×106 0
C16 2,27472×106 7,24772×109 2,36861×108 0
r0/a0 5,007 6,375 5,8921 6,790
/kB (K) 10,631 139,53 29,7296 199,4
Ale´m disso, a distaˆncia r0 corresponde ao valor onde o potencial e´ nulo,
i.e. U(r0) = 0, e as profundidades dos potenciais, i.e.  = −min{U}, sa˜o
dadas na tabela 2.1.
A figura 2.2 mostra duas curvas t´ıpicas de potencial AI para He´lio. Como
pode-se ver, e´ bastante semelhante a LJ.
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Neste cap´ıtulo iremos fazer breves resenhas sobre os principais resultados
publicados sobre viscosidade, condutividade te´rmica, transfereˆncia de calor e
escoamento de Couette, para mistura de he´lio e argoˆnio, e para escoamento
atrave´s de orif´ıcio de ga´s u´nico rarefeito.
3.1 Condutividade te´rmica
Os seguintes autores apresentaram expresso˜es anal´ıticas para condutivi-
dade te´rmica de misturas: Lindsay e Bromley (1950) [58], baseando-se na
teoria cine´tica e no modelo de Sutherland (precisa˜o de 1,9%), Mason e Sa-
xena, (1958) [59] baseando-se na teoria cine´tica (desvio me´dio em relac¸a˜o
a dados experimentais de 1,2% e ma´ximo de 5,5%) e Muckenfuss e Curtiss,
(1958) [60], (maior desvio 1,8%), para misturas multi-componentes e supondo
que os coeficientes de termodifusa˜o sa˜o pequenos, e Brokaw (1960) [61].
Kestin et al. (1984) [54] escreveram um artigo de refereˆncia com pro-
priedades de diversos gases e misturas, citando mais de 2000 artigos. Sa˜o
provavelmente os melhores dados dispon´ıveis para mistura no momento. Eles
obtiveram fo´rmulas semi emp´ıricas para condutividade te´rmica e outros coe-
ficientes de transporte.
Os artigos de Bich (2007) et al. [62] e Vogel (2010) et al. [63], que uti-
lizaram Mecaˆnica Quaˆntica, teoria cine´tica, e a aproximac¸a˜o semi-cla´ssica
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JWKB, apresentam os dados mais exatos dispon´ıveis para he´lio e argoˆnio,
respectivamente, uma vez que utilizaram potenciais AI.
Sharipov e Bertoldo (2009) [64] apresentaram dados para os gases nobres
(He, Ne, Ar, Kr e Xe) utilizando o me´todo de velocidade discreta para resolver
a equac¸a˜o de Boltzmann linearizada com potencial de LJ. Os valores deste
trabalho para He e Ar esta˜o reproduzidos na tabela 3.1. A condutividade
te´rmica dimensional se relaciona com a adimensional por κ = κ˜kBvm/d
2,
onde vm = (2kBT/m)
1/2.
Tipton (2009) et al. [65] apresentaram a condutividade te´rmica para mis-
tura bina´ria utilizando o me´todo de expansa˜o em termos de polinoˆmios de
Sonine, com precisa˜o nume´rica muito alta (21 d´ıgitos significativos), pore´m
para modelo de esferas r´ıgidas.
Song et al. (2009) [66] apresentaram propriedades de transporte para
gases nobres e suas misturas, a partir do nu´mero de Prandtl AI. No entanto,
o ca´lculo que eles fizeram na˜o e´ exato, uma vez que estes utilizam apenas uma
aproximac¸a˜o para a condutividade te´rmica e viscosidade, obtidas atrave´s de
expansa˜o de primeira ordem. No trabalho citado acima, [65], pode-se ver
que a diferenc¸a entre a melhor aproximac¸a˜o e a de primeira ordem chega
a mais de 3%. Na tabela 3.1 os dados foram ajustados pela raiz quadrada
para 300 K, isto pois nem todos os autores utilizam esse valor e a viscosidade
para HS e´ proporcional a` raiz quadrada da temperatura, e interpolados para
concentrac¸o˜es 0,25 e 0,75.
3.1.1 Valores de refereˆncia
Para efeitos de comparac¸a˜o, iremos considerar os valores dados na quinta
coluna da tabela 3.1 para ga´s u´nico, e da segunda coluna para mistura. Esses
valores sa˜o repetidos na tabela 3.2. Para os gases puros, o erro nume´rico
reportado pelos autores e´ inferior a 0,02%. Para He-Ar o erro reportado e´
0,7%.
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Tabela 3.1: Resumo da literatura para condutividades te´rmicas κ para mis-
tura He-Ar a 300 K. C0 e´ a concentrac¸a˜o de equil´ıbrio da mistura.
C0 κ (mW/m·K)
a b c (HS) e f d
0,0 17,83 17,789 17,466 17,709 e 17,79
0,25 32,71 31,797 28,767 − −
0,5 54,36 52,976 46,684 − −
0,75 89,28 88,284 79,815 − −
1,0 156,66 157,71 153,62 156,66 f 156,56
a-Kestin et al., 1984, [54].
b-Song et al., 2010, [66].
c-Tipton et al., 2009, [65].
d-Sharipov e Bertoldo, 2009, [64].
e-Vogel et al., 2010, [63].
f-Bich et al., 2007, [62].
3.2 Viscosidade
Curtiss e Hirschfelder, (1949), [67] e Wilke (1950) [68], apresentaram
fo´rmulas anal´ıticas para viscosidade de misturas.
O artigo de revisa˜o de Kestin (1984) [54] conte´m os melhores dados dis-
pon´ıveis para mistura antes de nosso trabalho. Eles obtiveram fo´rmulas semi-
emp´ıricas com um rigor teo´rico sem precedentes.
Bzowski et al., (1990) [69], apresentaram dados de Propriedades de Trans-
porte, incluindo viscosidade, e de Equil´ıbrio de misturas gasosas a baixa den-
sidade, para onze gases poliatoˆmicos e cinco gases nobres.
Tipton et al. (2009) [70] apresentaram a viscosidade para mistura bina´ria
utilizando o me´todo de Chapman–Enskog com precisa˜o nume´rica muito grande
(21 d´ıgitos significativos), pore´m para modelo de esferas r´ıgidas.
Sharipov e Bertoldo (2009) [64] apresentaram dados para gases nobres
u´nicos utilizando o me´todo de velocidade discreta. Os dados do artigo sa˜o
reproduzidos na tabela 3.3, onde a viscosidade dimensional se relaciona com
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Tabela 3.2: Valores de refereˆncia para condutividade te´rmica κ para mistura
He-Ar, a 300 K.
C0 κ (mW/mK) precisa˜o
0,0 17,709 0,02% [63]
0,25 32,71 0,7% [54]
0,5 54,36 0,7% [54]
0,75 89,28 0,7% [54]
1,0 156,66 0,02% [62]
a adimensional do artigo por µ = µ˜mvm/d
2.
Os artigos de Bich et al. (2007) [62] e Vogel (2010) et al. [63] apresentam
provavelmente os melhores dados dispon´ıveis para ga´s u´nico, uma vez que
utilizaram potenciais AI.
Berg e Moldover (2012) [71] apresentaram viscosidades recomendadas,
que no momento sa˜o as mais exatas, medidas em laborato´rio, para 11 gases
dilu´ıdos a` temperatura de 25◦C, em particular os gases nobres He, Ne, Ar,
Kr e Xe, com erro estimado de 0,03%.
Huang et al. (2012) [72] apresentaram a viscosidade de He´lio 3 desde 3
mK ate´ 500 K.





Dodulad et al., [73], (2014) obtiveram a viscosidade para a mistura He-
Ar, para diferentes concentrac¸o˜es, atrave´s da resoluc¸a˜o do problema de esco-
amento de Couette, resolvendo numericamente a equac¸a˜o de Boltzmann com
potencias AI e de LJ.
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3.2.1 Valores de refereˆncia
A tabela 3.4 apresenta os melhores valores, com as respectivas refereˆncias,
que iremos usar para comparac¸a˜o. Para o He puro o erro nume´rico relativo
reportado e´ menor que 0,02%. Para He-Ar o erro relativo reportado e´ de
0,4%.
Tabela 3.4: Valores de refereˆncia para a viscosidade µ de uma mistura He-Ar,
a 300 K.
C0 µ (×10−6Pa.s) precisa˜o
0,0 22,669 [63] −
0,25 23,33 [54] 0,4%
0,5 23,67 [54] 0,4%
0,75 23,30 [54] 0,4%
1,0 19,910 [62] 0,02%
3.3 Transfereˆncia de calor
3.3.1 Descric¸a˜o do problema
Considere uma mistura gasosa bina´ria confinada entre duas placas para-
lelas fixas em x = ±H/2 e com diferentes temperaturas T0 ±∆T/2, respec-
tivamente, vide figura 3.3.1. Assim, H e´ a distaˆncia entre as placas e ∆T e´
a diferenc¸a de temperatura. Vamos calcular o fluxo de calor q′x, o perfil de
temperatura T (x) e a distribuic¸a˜o de frac¸a˜o molar C(x) entre as placas.
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Figura 3.1: Esquema de transfereˆncia de calor.
Ale´m da raza˜o ∆T/T0, a soluc¸a˜o do problema e´ determinada por mais
dois paraˆmetros. Um deles e´ a frac¸a˜o molar de equil´ıbrio definida em 2.4.
Por causa do fenoˆmeno de termodifusa˜o, a frac¸a˜o molar varia entre as placas
de modo que iremos distinguir o valor de equil´ıbrio C0, ou seja, o seu valor
em ∆T = 0, e a frac¸a˜o molar local C(x) que e´ uma func¸a˜o da coordenada x
quando ∆T 6= 0. O outro paraˆmetro que determina a soluc¸a˜o e´ o paraˆmetro
de rarefac¸a˜o definido em 2.6.
A soluc¸a˜o do problema em questa˜o tambe´m e´ determinada pelo modelo
de interac¸a˜o ga´s-superf´ıcie, mas no presente trabalho na˜o estamos interessa-
dos na influeˆncia dessa interac¸a˜o sobre a transfereˆncia de calor. Portanto,
a reflexa˜o difusa de part´ıculas gasosas de ambas as espe´cies nas placas e´ as-
sumida. A reflexa˜o difusa onde a part´ıcula que colide com a superf´ıcie sai
em uma direc¸a˜o qualquer e com uma velocidade dada pela distribuic¸a˜o de
Maxwell para a temperatura da superf´ıcie, independentemente da velocidade
incidente.
Os resultados sa˜o dados em termos de fluxo de calor q adimensional defi-
nido por





que e´ sempre positivo. Os resultados adimensionais, ou seja, q em func¸a˜o
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de δ, na˜o necessitam da especificac¸a˜o da distaˆncia dimensional H e pressa˜o
p0, mas sa˜o va´lidos para ampla gama destas quantidades. Uma vez que o
fluxo de calor reduzido q depende fracamente da diferenc¸a de temperatura
relativa ∆T/T0, o conhecimento dessa quantidade nos permite utilizar os
dados obtidos para um valor espec´ıfico de ∆T/T0 em uma grande faixa desta
relac¸a˜o.
3.3.2 Caso de teoria linear para ga´s u´nico
Nesta sec¸a˜o falaremos de artigos de teoria linear, isto e´, quando ∆T e´
pequeno, para ga´s u´nico. Bassani et al. (1967) [74] estudaram o problema
de transfereˆncia de calor supondo acomodac¸a˜o completa do ga´s a`s condic¸o˜es
das superf´ıcies. Depois, Bassani et al. (1968) [75] estudaram a influeˆncia do
coeficiente de acomodac¸a˜o. Neste segundo trabalho consideraram o problema
tanto entre placas paralelas como em cilindros conceˆntricos, para paraˆmetros
de rarefac¸a˜o de 0 a 10. Siewert (1999) [76] apresentou uma soluc¸a˜o de ordena-
das discretas para transfereˆncia de calor em um canal plano. Eles obtiveram
resultados para coeficientes de acomodac¸a˜o arbitra´rios e desiguais. Shari-
pov et al. (2007) [77] estudaram a transfereˆncia de calor para ga´s u´nico e
numa mistura, para o caso linear, utilizando o modelo S que foi resolvido pelo
me´todo de velocidade discreta. Os resultados obtidos foram o fluxo de calor
e a distribuic¸a˜o de temperatura.
3.3.3 Caso da teoria linear para mistura
Aqui sa˜o reportados artigos tambe´m do caso de teoria linear, pore´m
para uma mistura. Valougeorgis e Thomas (1985) [78] utilizaram a equac¸a˜o
cine´tica para resolver o problema de transfereˆncia de calor entre placas para-
lelas. Garcia e Siewert (2004) [79] aplicaram o modelo de McCormack para
misturas no caso de transfereˆncia de calor em canal plano utilizando uma
versa˜o anal´ıtica do me´todo de velocidades discretas. E como dissemos no
item anterior, Sharipov et al. (2007) [77] estudaram a transfereˆncia de calor
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tanto para um ga´s u´nico como para uma mistura, no caso linear.
3.3.4 Caso da teoria na˜o linear para ga´s u´nico
Artigos de teoria na˜o linear para ga´s u´nico sa˜o revistos nesta sec¸a˜o. Aris-
tov et al. (1990) [80] estudaram o problema de transfereˆncia de calor por
dois me´todos diferentes: um deles atrave´s do me´todo de diferenc¸a finita da
soluc¸a˜o direta da equac¸a˜o de Boltzmann, e o outro me´todo de simulac¸a˜o es-
tat´ıstica direta. Graur e Polikarpov (2009) [81] fazem uma comparac¸a˜o de
diversos modelos aplicados a transfereˆncia de calor. Eles conclu´ıram que o
modelo elipsoidal da´ resultados mais pro´ximos aos dos resultados da equac¸a˜o
de Boltzmann na˜o linear e resultados DSMC. Conclu´ıram tambe´m que a
discrepaˆncia entre os resultados experimentais e os valores nume´ricos pode
ser explicada pelo kernel “imperfeito”difuso-especular de Maxwell. Reflexa˜o
difuso-especular e´ quando parte das part´ıculas sofre reflexa˜o difusa, e outra
parte sofre reflexa˜o especular. Scherer et al. (2009) [82] desenvolveram um
me´todo anal´ıtico denominado ADO, versa˜o anal´ıtica do me´todo de velocida-
des discretas, e aplicaram a problemas de transfereˆncia de calor.
3.3.5 Caso de teoria na˜o linear para mistura
Por fim, nesta sec¸a˜o, falaremos de artigos do u´ltimo caso poss´ıvel, isto e´,
da teoria na˜o linear para mistura. E´ um problema que foi pouco estudado
e por isso ha´ poucos artigos. Kosuge et al. (2001) [83] utilizaram o me´todo
de diferenc¸as finitas da equac¸a˜o de Boltzmann para a transfereˆncia de calor
por uma mistura bina´ria hipote´tica. Na˜o trataram de ga´s u´nico. Raines
(2008) [84] estuda a transfereˆncia de calor numa mistura gasosa entre duas
placas paralelas. O me´todo utilizado e´ derivado da equac¸a˜o de Boltzmann,
e os gases sa˜o hipote´ticos, ou seja, com massas e diaˆmetros assumidos sem
relac¸a˜o com gases reais.
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3.3.6 Valores de refereˆncia
Para efeitos de comparac¸a˜o, para ga´s u´nico e mistura, iremos considerar
os valores dados na tabela 3.5.
Tabela 3.5: Fluxo de calor adimensional q vs. paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e
concentrac¸a˜o C0, para potencial real´ıstico (PR) e mistura He-Ar de [77]. O
erro nume´rico reportado e´ menor que 0,1%.
δ q
C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,01 0,56076 0,76048 0,86550 0,83812 0,56076
0,1 0,53511 0,72740 0,82890 0,80304 0,53511
1 0,40014 0,54599 0,62520 0,60835 0,40014
10 0,13483 0,18359 0,21230 0,20954 0,13483
20 0,07841 0,10685 0,12390 0,12269 0,07841
40 0,04269 0,05820 0,06762 0,06709 0,04269
3.4 Escoamento plano de Couette
3.4.1 Descric¸a˜o do escoamento de Couette
Considere uma mistura gasosa confinada entre duas placas infinitas fixas
em x = ±H/2 mas que se movem na direc¸a˜o y com velocidades ±U/2, res-
pectivamente, vide figura 3.2. Assim, H e´ a distaˆncia entre as placas e U e´ a
sua velocidade relativa. Estamos interessados no tensor de cisalhamento Pxy,
e nos perfis de velocidade uy(x), temperatura T (x) e frac¸a˜o molar C(x).
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Figura 3.2: Esquema de escoamento Coutte.
O problema e´ determinado por treˆs paraˆmetros principais. O primeiro
deles e´ a composic¸a˜o qu´ımica da mistura, caracterizada por sua frac¸a˜o molar
C. O movimento das placas faz com que haja uma variac¸a˜o da frac¸a˜o molar
entre elas, o que pode ser importante para uma velocidade elevada da parede
U . Assim, deve-se distinguir a frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0, ou seja, o seu
valor em U = 0, da frac¸a˜o molar local C(x), que em geral na˜o e´ uniforme. O
segundo paraˆmetro e´ a raza˜o entre a velocidade da parede U e a velocidade
molecular caracter´ıstica de mistura v0, que determina se o problema sera´
linear ou na˜o, e o terceiro paraˆmetro e´ a rarefac¸a˜o δ.
Da mesma forma que para transfereˆncia de calor, no caso geral, a soluc¸a˜o
do problema de Couette e´ determinada tambe´m pela lei de interac¸a˜o ga´s-
superf´ıcie. Uma vez que nosso objetivo e´ estudar a influeˆncia do potencial
intermolecular, a acomodac¸a˜o completa, ou seja a reflexa˜o difusa de part´ıculas
gasosas na superf´ıcie da placa, e´ assumida.






que e´ sempre positivo. Tal apresentac¸a˜o de resultado em forma adimensional,
ou seja, Π em func¸a˜o de δ, dispensa a necessidade de especificar a distaˆncia
H e pressa˜o p0, ou seja, os resultados sa˜o va´lidos para uma ampla gama de
valores de H e p0. Uma vez que o tensor de cisalhamento reduzido Π depende
fracamente da raza˜o U/v0, o conhecimento dessa quantidade nos permite usar
os dados de Π em uma ampla gama desta raza˜o.
3.4.2 Caso da teoria linear para ga´s u´nico
Nesta sec¸a˜o falamos de artigos de teoria linear para ga´s u´nico. Cercig-
nani e Pagani (1965) [85] aplicaram um me´todo de princ´ıpio variacional geral
para treˆs problemas a saber, Kramers, Couette e Poiseuille, obtendo resul-
tados de grande precisa˜o com facilidade. Bhatnagar e Srivastava (1969) [86]
estudaram a transfereˆncia de calor no escoamento plano de Couette usando o
modelo de Bhatnagar-Gross-Krook linearizado. Ueno (1995) [87], utilizando
a equac¸a˜o de Boltzmann linear, fez uma aproximac¸a˜o probabil´ıstica para a
dinaˆmica dos gases rarefeitos, e em particular ao escoamento linearizado de
Couette. Lemus e Velasco, (1999) [88] estudaram a condic¸a˜o de contorno de
deslizamento no escoamento de Couette utilizando a equac¸a˜o de Boltzmann.
Marques et al. (2000) [89] estudaram o escoamento plano de Couette com
condic¸o˜es de salto e de deslizamento. Eles utilizaram as equac¸o˜es de campo
dos meios cont´ınuos e compararam os resultados com a DSMC. Marques e
Kremer (2001) [90] mostraram o escoamento de Couette como sendo de uma
teoria de 13-campos com condic¸o˜es de deslizmento e salto. Siewert (2002) [91]
estudou o escoamento de Poiseuille, de Couette, e flueˆncia te´rmica, base-
ada no modelo CES da equac¸a˜o de Boltzmann linearizada. Taheri (2009) et
al. [92], obtiveram soluc¸o˜es anal´ıticas para as equac¸o˜es de 13-momento para
micro escoamentos de Couette e Poiseuille.
3.4.3 Caso da teoria linear para mistura
Nesta sec¸a˜o falaremos de alguns artigos de teoria linear para mistura.
32
Onishi [93], Valougeorgis [94] e Siewert [95] apresentaram resultados nume´ricos
usando o modelo de Hamel [96] para a equac¸a˜o de Boltzmann. Entretanto,
este modelo na˜o e´ completo. Sharipov et al. (2004) [97] estudaram o es-
coamento plano de Couette para misturas bina´rias gasosas para o intervalo
inteiro de rarefac¸a˜o. O me´todo utilizado foi a equac¸a˜o modelo de McCor-
mack. Como se pode notar, trata-se de um problema pouco estudado e com
poucos artigos.
3.4.4 Caso da teoria na˜o linear para ga´s u´nico
Agora, sobre artigos da teoria na˜o linear para ga´s u´nico, Agrawal et al.
(1987) [98] estudaram a transfereˆncia de calor num escoamento de Couette
insta´vel de um ga´s condutor sujeito a um campo magne´tico. Cercignani e Cor-
tese (1994) [99] compararam o me´todo DSMC com a equac¸a˜o de Boltzmann,
para um ga´s u´nico, concluindo que a DSMC produz resultados consistentes.
Chernyak e Polikarpov (2010) [100] estudaram efeitos na˜o lineares no escoa-
mento de Couette, usando o chamado modelo S. Abramov et al. (2013) [101]
estudaram o escoamento de Couette com trasfereˆncia de calor. Eles resol-
veram a equac¸a˜o de Boltzmann diretamente. Larina e Rykov (2014) [102]
fizeram um estudo do escoamento de Couette, para ga´s u´nico, utilizando um
modelo cine´tico na˜o linear e fora do equil´ıbrio, da equac¸a˜o de Boltzmann.
3.4.5 Caso da teoria na˜o linear para mistura
Por fim, encontramos um u´nico artigo de teoria na˜o linear para mistura,
de Koura (1970) [103] que estudou o escoamento transiente de Couette de
misturas bina´rias de gases rarefeitos hipote´ticos. Ele estudou caso na˜o linear
e utilizou a DSMC. Enta˜o, a teoria na˜o linear para misturas e´ um problema
pouco estudado e com poucos trabalhos.
3.4.6 Valores de refereˆncia
Para efeitos de comparac¸a˜o, para ga´s u´nico e mistura, iremos considerar
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os valores dados na tabela 3.6.
Tabela 3.6: Tensa˜o de cisalhamento adimensional Π vs. paraˆmetro de ra-
refac¸a˜o δ e concentrac¸a˜o C0, para potencial real´ıstico e mistura He-Ar segundo
a Ref. [97]. O erro nume´rico relativo reportado e´ menor que 0,1%.
δ Π
C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,01 0,55930 0,5270 0,4969 0,4787 0,5593
0,1 0,5223 0,4938 0,4671 0,4510 0,5223
1 0,3388 0,3257 0,3133 0,3058 0,3388
10 0,08308 0,08218 0,08129 0,08075 0,08308
20 0,04538 0,04511 0,04483 0,04467 0,04538
40 0,02379 0,02371 0,02364 0,02359 0,02379
3.5 Escoamento atrave´s de orif´ıcio
O escoamento atrave´s de orif´ıcio e´ um tipo de escoamento muito pro´ximo
do escoamento atrave´s de fenda, [104–107], onde a diferenc¸a reside apenas
na geometria, ou do escoamento atrave´s de um tubo [108–113] sendo a di-
ferenc¸a nesse caso o mero comprimento do tubo. Um tubo de comprimento
desprez´ıvel se reduz a um orif´ıcio. Assim, nossa revisa˜o bibilogra´fica desse
assunto, na˜o tem a pretensa˜o de ser completa, visto que muitos resultados
desses outros escoamentos podem incluir o orif´ıcio como caso particular.
3.5.1 Descric¸a˜o do problema
Considere um orif´ıcio em uma partic¸a˜o infinitamente fina, que separa
dois recipientes semi-infinitos, vide figura 3.3. Um deles conte´m um ga´s a
uma pressa˜o p0, enquanto o outro recipiente e´ mantido a uma pressa˜o menor
p1 < p0. As temperaturas do ga´s em ambos os recipientes sa˜o iguais a T0.
Vamos calcular a taxa de fluxo de massa M˙ atrave´s do orif´ıcio e o campo do
escoamento nos recipientes.
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Figura 3.3: Esquema de orif´ıcio.
A soluc¸a˜o do problema e´ determinada por dois paraˆmetros principais: a






onde a e´ o raio do orif´ıcio.
Os resultados relativos a` taxa de fluxo sera˜o dados em termos da taxa de









onde M˙0 e´ a taxa de fluxo de massa no regime de mole´cula livre (δ → 0) e no
limite de p1/p0 → 0. Assim, para uma raza˜o de pressa˜o arbitra´ria, a vaza˜o
adimensional W fica
W = 1− p1
p0
, em δ → 0. (3.5)
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3.5.2 Revisa˜o da literatura de orif´ıcio
O fluxo de ga´s rarefeito atrave´s de um orif´ıcio numa partic¸a˜o fina e´ algo de
grande interesse pra´tico. Este tipo de fluxo e´ feito em equipamento de va´cuo,
ver por exemplo, Dushman [114], Roth [115], microflu´ıdos, ver, por exemplo
Aktas et al. [116], microscopia eletroˆnica, Danilatos [117], [118], projeto de
naves espaciais, Jamison et al. [119], metrologia do fluxo de ga´s, Szwemin et
al. [120], Jitschin et al. [121], [122], e em muitas outras aplicac¸o˜es. Como foi
observado nos artigos [123], [124] e [125], ate´ a publicac¸a˜o de [125] (2004),
na˜o haviam resultados confia´veis sobre o fluxo atrave´s de orif´ıcio dispon´ıveis
na literatura para vasta gama de rarefac¸a˜o do ga´s e queda de pressa˜o atrave´s
do orif´ıcio.
Va´rios trabalhos, ver por exemplo Liepmann [126], Narasimha [127], Wil-
lis [128], Rotenberg e Weitzner [129], propuseram expresso˜es anal´ıticas para
a taxa de fluxo de massa perto do regime de mole´cula livre para sa´ıda no
va´cuo. Alguns dados nume´ricos para sa´ıda no va´cuo do regime de transic¸a˜o
sa˜o relatados por Shakhov [130] e Sharipov [124]. No regime hidrodinaˆmico
o problema foi resolvido com base nas equac¸o˜es de Euler, por Alder [131],
que sa˜o va´lidas para altos valores do nu´mero de Reynolds onde a viscosidade
se torna pouco importante e as equac¸o˜es de Navier-Stokes se reduzem a`s de
Euler.
No caso de baixo nu´mero de Reynolds, foi resolvido analiticamente, ver
Roscoe [132], Hasimoto [133], atrave´s da equac¸a˜o de Stokes (uma versa˜o
linearizada das equac¸o˜es de Navier-Stokes).
Resultados experimentais para o fluxo atrave´s de orif´ıcio no regime hi-
drodinaˆmico foram relatados por Perry [134] para uma grande diferenc¸a de
pressa˜o e por Linden e Othmer [135] para pequena diferenc¸a de pressa˜o. Al-
guns resultados experimentais no caso de sa´ıda em va´cuo sa˜o apresentados
por Liepmann [126]. Sreekanth [136] apresentou dados experimentais para
o regime de transic¸a˜o para va´rios valores da diferenc¸a de pressa˜o. Borisov
et al. [137] e Porodnov et al. [138] forneceram resultados experimentais para
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pequena diferenc¸a de pressa˜o e para uma ampla gama de rarefac¸a˜o do ga´s.
Jitschin [122] apresentou dados experimentais para sa´ıda em va´cuo atrave´s de
um orif´ıcio cobrindo praticamente toda a gama de rarefac¸a˜o do ga´s. Fujimoto
e Usami [139] apresentaram resultados experimentais para a taxa de fluxo de
massa atrave´s de tubos curtos, sendo que o tubo mais curto aproxima de um
orif´ıcio.
A maioria dos resultados para o escoamento de ga´s rarefeito atrave´s de
orif´ıcio sa˜o baseados no me´todo DSMC, e quase a totalidade e´ para ga´s u´nico.
Jitschin et al. (1995), [121] fizeram medidas de escoamento atrave´s de orif´ıcios
e tubos de Venturi para He, Ar, Kr e outros gases. Danilatos (2000) [117]
estudou o escoamento por orif´ıcio do ga´s argoˆnio usando DSMC, em todos os
regimes de rarefac¸a˜o. Sharipov (2001) no artigo [140] calculou o escoamento
atrave´s de orif´ıcio no va´cuo usando DSMC. Alexeenko (2002) et al. [141] es-
tuda o escoamento por orif´ıcio no regime de transic¸a˜o. Resultados nume´ricos
(DSMC) e experimentais sa˜o fornecidos para os gases nitrogeˆnio, argoˆnio e
he´lio, a` temperatura ambiente.
No artigo [142] Sharipov (2002) calculou o escoamento atrave´s de orif´ıcio
para diversas razo˜es de pressa˜o, usando a DSMC. Ainda Sharipov, em [125],
(2004) calculou o escoamento atrave´s de orif´ıcio para diversos valores do
nu´mero de Knudsen, usando DSMC. Gimelshein et al. (2004), [143], fizeram
um estudo experimental e de modelagem nume´rica de escoamento de ga´s
rarefeito atrave´s de orif´ıcio e pequenos tubos. Eles utilizaram a DSMC e as
equac¸o˜es de Navier-Stokes.
Varoutis (2008) et al. [144] estudaram tubos curtos usando a DSMC, que
podem ser reduzidos ao problema de orif´ıcio. Sharipov (2012) [145] estudou
o fluxo transiente de ga´s por orif´ıcio usando a DSMC. Fedchak e Defibaugh
(2012) [146] fizeram medidas precisas (erro reportado de 0,02%) utilizando um
flux´ımetro de pressa˜o constante. Misdanitis et al. (2012), [147] estudaram o
escoamento de ga´s rarefeito dirigido por pressa˜o atrave´s de fenda e de orif´ıcio.
O me´todo utilizado e´ a equac¸a˜o modelo BGK. Ho e Graur (2014), [148], fize-
ram um estudo nume´rico de escoamento de ga´s na˜o esta´vel atrave´s de orif´ıcio
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utilizando o modelo S. Vargas et al. (2014), [149], estudaram o escoamento
dependente do tempo de gases u´nicos (He, Ar, Ne e Kr) rarefeitos e mistu-
ras gasosas destes, rarefeitas, por orif´ıcio para o va´cuo, utilizando a DSMC e
tambe´m dados experimentais. Pantazis e Rusche (2014) [150], desenvolveram
um me´todo para fluxo insta´vel de ga´s que usa um h´ıbrido de cont´ınuo, ba-
seado nas equac¸o˜es compress´ıveis de Navier-Stokes, e de part´ıculas, baseado
na DSMC. Eles estudaram o caso particular de orif´ıcio.
Podemos ver que, como dissemos, quase todos os trabalhos citados consi-
deram apenas ga´s u´nico.
Alguns dados da literatura sa˜o resumidos na tabela 3.7 extra´ıda da Ref.
[151].
Tabela 3.7: Fluxo de massa reduzido W atrave´s de um orif´ıcio. ∆W=Wmax-
Wmin.
p1/p0 δ W ∆W/W¯ (%)
a b c d e
0 0,1 1,014 1,02 1,01 1,01 1,01 1,3
1 1,119 1,15 1,12 1,12 1,13 2,9
10 1,448 1,47 1,45 1,49 1,43 3,2
100 1,540 1,51 − 1,59 1,51 5,1
0,5 0,1 0,509 0,515 − − − 1,2
1 0,613 0,635 − − − 3,5
10 1,188 1,22 − − − 2,7
100 1,344 1,33 − − − 0,3
a) Ref. [125], DSMC, erro computacional de 1%.
b) Ref. [147], DVM aplicada a` BGK, precisa˜o de dois d´ıgitos significativos.
c) Ref. [139], experimentos para Ar, erro de 2%.
d) Ref. [122], experimentos para Kr, erro de 2%.
e) Ref. [152], experimentos para H2, erro de 2%.
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Tabela 3.8: Taxa de fluxo reduzida W vs. paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e raza˜o
de pressa˜o p1/p0 para esferas r´ıgidas (HS) e esferas r´ıgidas varia´veis (VHS),
de [125]. O erro nume´rico reportado e´ menor que 1%.
p1/p0 δ W
HS VHS


















O Me´todo da Simulac¸a˜o
Direta de Monte Carlo
4.1 Me´todos de Monte Carlo e a DSMC
Os me´todos de Monte Carlo providenciam soluc¸o˜es por meios de amos-
tras estat´ısticas realizadas pelo computador a partir de geradores de nu´meros
aleato´rios. Na verdade, qualquer me´todo que utiliza nu´meros aleato´rios e´
um me´todo de Monte Carlo. Esses me´todos foram criados durante a 2a
guerra mundial, por John von Neumann [153] entre outros, para simular o
movimento de neˆutrons numa bomba atoˆmica. Uma classe particular de si-
mulac¸o˜es de Monte Carlo sa˜o aquelas relacionados aos problemas de Teoria
Cine´tica. Nestes e´ feito a simulac¸a˜o do movimento de mole´culas ou de agru-
pamento de mole´culas chamadas de part´ıculas modelo.
O me´todo DSMC, proposto por Bird [13,14,154], e´ uma te´cnica baseada
na descric¸a˜o do comportamento macrosco´pico do fluxo de gases a partir da
simulac¸a˜o de part´ıculas (a´tomos ou mole´culas). Bird, entre outros [99, 155,
156], mostrou que o me´todo DSMC fornece resultados consistentes com os
resultados nume´ricos com base na equac¸a˜o de Boltzmann.
A ideia do me´todo e´ simular o movimento e interac¸o˜es (coliso˜es entre as
part´ıculas e as superf´ıcies so´lidas) de um grande nu´mero de part´ıculas modelo.
O conceito de part´ıcula modelo foi introduzido, devido ao fato de que simular
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todas as part´ıculas reais em um escoamento e´ computacionalmente invia´vel
devido ao nu´mero muito elevado dessas part´ıculas.
A quantidade real de part´ıculas representadas por uma part´ıcula modelo
e´ dada por
FN = Nr/Np, (4.1)
onde FN e´ a representac¸a˜o de part´ıculas modelo, Nr e´ o nu´mero de part´ıculas
reais e Np o nu´mero de part´ıculas modelo.
No me´todo DSMC, Np part´ıculas modelo sa˜o consideradas em uma deter-
minada regia˜o de escoamento, e as coordenadas e velocidades das part´ıculas
(i = 1, . . . , N) sa˜o armazenadas na memo´ria do computador. Uma das carac-
ter´ısticas desta simulac¸a˜o e´ o desacoplamento entre movimento e a colisa˜o de
part´ıculas entre si, que sa˜o realizados em passos discretos de um intervalo de
tempo ∆t, ou seja, executa-se o movimento livre das part´ıculas e, em seguida,
as coliso˜es entre elas. De acordo com Bird, este procedimento e´ va´lido desde
que o valor de ∆t utilizado na simulac¸a˜o seja suficientemente menor do que
o tempo me´dio de colisa˜o entre as part´ıculas.
4.2 Passos da DSMC
O algoritmo do me´todo DSMC chamado “Na˜o contador de tempo”,
proposto por Bird e´ mostrado na Figura 4.1. Cada passo e´ descrito na sec¸a˜o
seguinte.
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Figura 4.1: Esquema da DSMC
4.2.1 Set-up inicial
Nesta etapa as part´ıculas modelo sa˜o distribu´ıdas de forma uniforme,
e obedecendo a distribuic¸a˜o de Maxwell para a temperatura de equil´ıbrio.
Pore´m, qualquer que seja o set-up inicial, o resultado da simulac¸a˜o sera´
mesmo.
4.2.2 Movimento Livre
Apo´s a definic¸a˜o dos paraˆmetros iniciais da simulac¸a˜o, como o nu´mero
de part´ıculas modelo, os estados iniciais (r,v) de cada part´ıcula e a malha
de ce´lulas na primeira fase, o algoritmo iterativo faz todas as part´ıculas com
velocidade vi se moverem durante um intervalo de tempo ∆t. As “novas
coordenadas”, denotadas por ri,novo sa˜o calculadas a partir das “coordenadas
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antigas” ri,velho por
ri,novo = ri,velho + vi∆t. (4.2)
Interac¸a˜o Ga´s Superf´ıcie
Durante o movimento das part´ıculas elas podera˜o evetualmente colidir
com uma superf´ıcie so´lida a uma temperatura Ts. No´s iremos considerar ape-
nas as interac¸o˜es do tipo difusa. A velocidade apo´s a colisa˜o com a superf´ıcie
pode ser dividida em duas componentes, uma normal vn e uma tangencial ~vt.
A velocidade normal a` superf´ıcie segundo Bird e´ dada por
vn = vs
√− lnRf , (4.3)
e a componente tangencial tambe´m pode ser dividida em duas componentes
perpendiculares, dadas por
vt1 = vt cos θ, vt2 = vt sin θ, (4.4)
onde
vt = vs





onde Rf e´ um nu´mero aleato´rio entre 0 e 1, e que e´ diferente cada vez que e´
chamado.
4.2.3 Indexac¸a˜o de part´ıculas
Apo´s o movimento das part´ıculas e´ necessa´rio saber para qual ce´lula
a part´ıcula se moveu. Isto e´ fundamental para os pro´ximos passos (coliso˜es
intermoleculares e ca´lculo de quantidades macrosco´picas), porque apenas as
part´ıculas que estejam numa mesma ce´lula podem colidir, e o ca´lculo de quan-
tidades macrosco´picas apenas pode ser feito sobre as part´ıculas que esta˜o
numa dada ce´lula. A indexac¸a˜o e´, portanto, um procedimento para saber
quais part´ıculas esta˜o em uma determinada ce´lula, e para dar um nome local
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para elas, a fim de seleciona´-las para as coliso˜es. Ale´m das ce´lulas, exis-
tem tambe´m subce´lulas, que sa˜o diviso˜es dentro de uma mesma ce´lula, cujo
objetivo e´ obter maior precisa˜o nume´rica numa dada regia˜o. No caso da
indexac¸a˜o, e´ necessa´rio saber para quais subce´lulas tambe´m a part´ıcula se
moveu.
4.2.4 Coliso˜es
Nesta etapa, as coliso˜es intermoleculares sa˜o simuladas. Este passo
merece uma descric¸a˜o mais detalhada, uma vez que a selec¸a˜o de parceiros
para a colisa˜o na˜o e´ trivial.
Quando o me´todo DSMC foi proposto pela primeira vez, as coliso˜es na˜o
eram totalmente desacopladas do movimento das part´ıculas, e levavam um
certo tempo para ocorrer. Ao fazer as coliso˜es era preciso ir contando o tempo
para saber quanto tempo ainda estava dispon´ıvel para as coliso˜es ocorrerem.
Este me´todo era chamado de contador de tempo e foi muito criticado uma
vez que na˜o havia caos verdadeiro. A probabilidade de uma determinada co-
lisa˜o acontecer dependia do histo´rico de coliso˜es anteriores, e na˜o apenas das
velocidades relativas das part´ıculas. Diante das cr´ıticas, Bird propoˆs um novo
me´todo, onde as coliso˜es sa˜o simuladas de forma totalmente desacoplada do
movimento, e sem contagem de tempo algum. As coliso˜es ocorrem instan-
taneamente. Esse novo me´todo foi chamado de “sem contador de tempo”e
constitui um processo estoca´stico leg´ıtimo, como num processo de Markov,
onde o estado futuro so´ depende do presente, e na˜o do passado.
Agora vamos descrever este me´todo. Seja uma part´ıcula teste que se
move com velocidade vt em meio a part´ıculas que se movem com velocidade
entre v e v + dv. A velocidade relativa entre a part´ıcula teste e as outras
e´ vr = vteste − v. Num intervalo de tempo ∆t a part´ıcula teste ira´ colidir
com qualquer part´ıcula dentro do cilindro de volume σTvr∆t, vide figura 4.2
(onde σT e´ a sec¸a˜o transversal total de choque, que para esferas de diaˆmetro
d vale σT = pid
2). A quantidade de coliso˜es entre a part´ıcula teste e as
de velocidade v sera´ ∆nσTvr∆t, onde ∆n e´ a densidade nume´rica dessas
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part´ıculas. O nu´mero de coliso˜es por unidade de tempo sera´ ∆nσTvr.
Figura 4.2: Cilindro imagina´rio.
Para todas as velocidade poss´ıveis somamos sobre todas as velocidades.





[(∆n/n)σTvr] = nσTvr. (4.7)








para part´ıculas de mesma espe´cie, onde o 1/2 e´ porque contamos duas vezes
a mesma part´ıcula, ou
NcolR(V,∆t) = niν = ninjσi,jvr, (4.9)
para part´ıculas de espe´cies diferentes, onde i e j = 1,2 representam as
espe´cies.






para mesma espe´cie, ou
NcolR = ninjσi,jvr∆tVc, (4.11)
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para espe´cies diferentes.
Lembrando que n = Nr/V , onde Nr e´ o nu´mero de part´ıculas reais, e
que Nr = FNNP , onde FN e´ a representac¸a˜o de part´ıculas modelos, e NP , o











para coliso˜es de espe´cies diferentes, onde assumimos FN como sendo o mesmo
para ambas as espe´cies.
O nu´mero de coliso˜es por part´ıcula modelo e´ o nu´mero de coliso˜es reais
dividido pela representatividade, ou seja
Ncol = NcolR/FN , (4.14)







para coliso˜es de mesma espe´cie, ou
Ncol = FNNP,iNP,jσi,jvr∆t/Vc, (4.16)
para coliso˜es de espe´cies diferentes.
Finalmente, e´ muito dif´ıcil calcular a me´dia σTvr, assim Bird propoˆs que
se utilizasse o valor ma´ximo e depois se descontasse usando um crite´rio de
aceitac¸a˜o ou rejeic¸a˜o. Tambe´m propoˆs que se substitu´ısse N 2P por NP N¯P ,
para reduzir a flutuac¸a˜o, se bem que hoje, com o grande nu´mero de part´ıculas
simulado, isso na˜o e´ mais necessa´rio. Assim o nu´mero de coliso˜es por part´ıcula












O crite´rio de aceitac¸a˜o-rejeic¸a˜o, pela frequeˆncia de coliso˜es ser proporcio-
nal a vr, vide Eq. (4.7), e´ dado por
σTvr
(σTvr)max
> Rf , (4.19)
onde Rf e´ um nu´mero aleato´rio entre 0 e 1. Quando o teste for verdadeiro,
o par e´ aceito para colisa˜o.
A sec¸a˜o de choque das mole´culas depende do modelo molecular assumido.
O modelo mais utilizado e´ o modelo de esferas r´ıgidas (HS), que veremos
em detalhes mais a frente, e que simplifica muito os ca´lculos por ter sec¸a˜o
de choque constante, e ate´ mesmo permite na˜o especificar o ga´s e a sua




> Rf , (4.20)
Apo´s a selec¸a˜o do par de part´ıculas e aceitac¸a˜o de sua colisa˜o, as velocida-
des po´s-colisionais das part´ıculas devem ser determinadas. As componentes
da nova velocidade relativa sa˜o calculadas como:





1/2 sin  sinχ, (4.21)
v′r2 = vr2 cosχ+ (vrvr3 cos − vr1vr2 sin )(v2r2 + v2r3)−1/2 sinχ, (4.22)
v′r3 = vr3 cosχ− (vrvr2 cos + vr1vr3 sin )(v2r2 + v2r3)−1/2 sinχ. (4.23)
Para potencial HS os aˆngulos χ e  na˜o sa˜o pre´-determinados, e sa˜o cal-
culados como segue:
cosχ = 2Rn − 1,  = 2piR′n, (4.24)
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onde R e R′ sa˜o nu´meros aleato´rios. Cada vez que um nu´mero aleato´rio e´
chamado e´ diferente, e nesse caso as equac¸o˜es (4.21), (4.22), (4.23) assumem
uma forma diferente dada por
v′r1 = vr cosχ, (4.25)
v′r2 = vr sinχ cos , (4.26)
v′r3 = vr sinχ sin . (4.27)
Para outros potenciais  e´ calculado da mesma forma, enquanto o aˆngulo
χ varia de potencial para potencial. Seu ca´lculo, ver Eq. 2.32, para um dado
potencial constitui um problema de Mecaˆnica Cla´ssica.
Se definirmos a velocidade relativa entre duas part´ıculas 1 e 2 como sendo
vr = v1 − v2, (4.28)
as novas velocidades po´s-colisionais sera˜o dadas por














m1 e m2 sa˜o as massas das part´ıculas.
4.2.5 Quantidades macrosco´picas
As quantidades macrosco´picas de nosso interesse sa˜o calculadas da se-
guinte forma. A velocidade hidrodinaˆmica, ou a velocidade me´dia de part´ıculas














onde Np e´ nu´mero de part´ıculas modelo e Vc e´ o volume da ce´lula.
A temperatura termodinaˆmica T , ou temperatura absoluta, ou simples-
mente temperatura, definida em Eq.( 2.20), para gases monoatoˆmicos e´ dada
pela chamada temperatura translacional que e´ diretamente proporcional a`
energia cine´tica me´dia de translac¸a˜o das part´ıculas em relac¸a˜o a` velocidade









m(vi − u)2. (4.34)












V i, V i = vi − u, (4.35)




V iV i. (4.36)














































V i,jV i,j, (4.40)
onde o ı´ndice j representa a espe´cie.
Todas as outras quantidades podem ser calculadas da mesma maneira,
com uma espe´cie adequada de me´dia sobre todas as part´ıculas. Por exemplo,
a temperatura para gases monoatoˆmicos e´ calculada pela energia cine´tica
me´dia de part´ıcula em relac¸a˜o ao referencial de centro de massa do ga´s, isto
e´, descontando a velocidade hidrodinaˆmica, e assim por diante. Para gases
diatoˆmicos temos tambe´m a energia rotacional.
Nos co´digos DSMC, outra forma de fazer os ca´lculos como o do fluxo de
calor, e que e´ a que utilizamos, e´ contabilizar a quantidade de movimento ou
a energia cine´tica em relac¸a˜o a um referencial com velocidade hidrodinaˆmica,
das part´ıculas que incidem numa das placas subtra´ıda das que refletem, ou
enta˜o que cruzam uma superf´ıcie imagina´ria. Para o caso de uma superf´ıcie
imagina´ria, faz-se a contabilidade das part´ıculas que cruzam a superf´ıcie num
sentido e as que cruzam em sentido oposto, e se subtrai as quantidades de
movimento, ou as energias, de modo a ter o valor resultante sobre a superf´ıcie

























num determinado intervalo de tempo ∆t, onde Namst e´ o nu´mero de amos-




Sa˜o dois os tipos de erros na DSMC. O erro nume´rico, que inclui o erro de-
vido a dispersa˜o estat´ıstica, que e´ inversamente proporcional a raiz quadrada
do nu´mero de amostras, e que se reduz aumentando o nu´mero de amostras.
Testes feitos com diversos processos iniciados com sementes diferentes mostra-
ram para no´s que o nu´mero de amostras que utilizamos garantiu uma precisa˜o
melhor que 0,5% para todas as grandezas de interesse. Todos os paraˆmetros
arbitra´rios da simulac¸a˜o, como por exemplo o nu´mero de ce´lulas, intervalo
de tempo, etc, e que tambe´m influem no erro nume´rico, sa˜o testados para
que suas influeˆncias fiquem dentro do erro nume´rico. E o erro f´ısico devido
ao potencial. Os artigos [54,55] mostram que para o ca´lculo da viscosidade,
utilizando um me´todo que na˜o e´ a DSMC, o erro do potencial AI e´ de 0,02%
para He´lio, e tambe´m 0,02% para a condutividade te´rmica para ambos, He´lio





Ate´ o presente trabalho, toda a DSMC era baseada em modelos como HS,
VHS, VSS, etc. Pensava-se ser imposs´ıvel fazer a simulac¸a˜o com um potencial
qualquer, uma vez que o ca´lculo do aˆngulo de deflexa˜o e´ muito demorado.
Neste cap´ıtulo veremos como esse problema foi superado e como foi feita a
introduc¸a˜o de potenciais arbitra´rios, e em particular, potenciais AI, neste
tipo de simulac¸a˜o.
5.1 O me´todo de implementac¸a˜o de potenci-
ais arbitra´rios na DSMC
Existem va´rios me´todos para simular as coliso˜es intermoleculares. Os
principais deles sa˜o os esquemas “frequeˆncia principal” [157,158] e “na˜o con-
tador de tempo” [13]. Iremos considerar apenas o segundo, que ja´ foi expli-
cado no cap´ıtulo 4, embora os dois convirjam.
A fim de utilizar um potencial com uma forc¸a de atrac¸a˜o, este deve sofrer
um “cut off”, isto e´, um corte, caso contra´rio as mole´culas iriam interagir
ate´ uma distaˆncia infinita. Vamos denotar o ma´ximo paraˆmetro de impacto
quando uma colisa˜o acontece como bM. Enta˜o a sec¸a˜o de choque total e´
constante e igual a σt = pib
2
M
. O nu´mero de pares a serem testados para
coliso˜es e´ dado por (4.17).
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A relac¸a˜o das velocidades po´s-colisionais com aquelas pre´-colisa˜o conte´m
um aˆngulo de deflexa˜o χ, que varia na faixa de 0 ≤ χ ≤ pi e depende do
potencial intermolecular. O procedimento para calcular χ para um potencial
espec´ıfico pode ser encontrado em diversos livros e artigos, vide por exemplo,
Refs. [13, 64]. Em geral, depende da energia E do movimento relativo das
mole´culas e do paraˆmetro de impacto b, ou seja, χ = χ(b, E). Quando um
par e´ selecionado para colisa˜o, o aˆngulo de deflexa˜o χ deve ser calculado para





Assim, o ca´lculo deste aˆngulo para cada par selecionado consome um longo
tempo de CPU. Para superar este problema, foi proposto calcular antecipa-
damente valores discretos do aˆngulo χij = χ(bi, Ej) para valores discretos do
paraˆmetro de impacto bi e da energia Ej. Os valores de energia podem ser
distribu´ıdos uniformemente entre 0 e Emax, ou seja,
Ej = (j − 1/2)Emax
NE
, 1 ≤ j ≤ NE. (5.2)
No entanto, os valores do paraˆmetro de impacto bi devem ser distribu´ıdos
de forma que cada aˆngulo χij seja igualmente prova´vel para um dado Ej.
Para isso, a regra (5.1) e´ utilizada, ou seja, Nb valores discretos de bi sa˜o









isto e´, b2i sa˜o distribu´ıdos de forma uniforme.
Quando os valores de bi e Ej sa˜o escolhidos, a matriz χij e´ calculada
aplicando-se o procedimento descrito nas Refs. [13, 64] e e´ armazenada na
memo´ria do computador. Quando um par de mole´culas com energia E e´
selecionado para colisa˜o, o aˆngulo χij e´ escolhido da matriz de acordo com as
regras
i = NbRf + 1, j =
E
Emax
NE + 1, (5.4)
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onde E e´ a energia adimensional definida por E = mg2/4, onde  e´ a pro-
fundidade do poc¸o de potencial.
Se por acaso j > NE, enta˜o j = NE. A distribuic¸a˜o de energia poderia
ser na˜o-uniforme se existesse uma regra simples para calcular o ı´ndice de j
como func¸a˜o da energia E.
5.2 Potenciais arbitra´rios para mistura
Para coliso˜es entre espe´cies α e β iremos ter um paraˆmetro de impacto
bM,αβ e a sec¸a˜o de choque total sera´ dada como σαβ = pib
2
M,αβ. Uma vez
que um par de part´ıculas e´ selecionado para colisa˜o, suas velocidades sa˜o
alteradas de acordo com a teoria cla´ssica da colisa˜o bina´ria, vide cap´ıtulo 2
da Ref. [13]. O aˆngulo de deflexa˜o χ que determina a direc¸a˜o da velocidade








onde αβ e´ dado na Tabela 2.1 para cada tipo de colisa˜o. Uma vez que o
ca´lculo do aˆngulo de deflexa˜o χ para uma colisa˜o bina´ria precisa de esforc¸o
computacional significativo, ele e´ pre´-calculado e armazenado na memo´ria
do computador, como foi proposto na refereˆncia [37]. Valores regularmente
distribu´ıdos da energia sa˜o enta˜o considerados, ou seja,
Ej,αβ = (j − 1/2)Em,αβ
NE
, (5.6)
onde 1 ≤ j ≤ NE, Em,αβ e´ a ma´xima energia para uma colisa˜o α− β e NE e´









onde bM,αβ e´ o cut-off do paraˆmetro de impacto e Nb e´ um inteiro. Para esco-
lher o aˆngulo de deflexa˜o χij de um par selecionado para colisa˜o as seguintes
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regras sa˜o usadas
i = NbRn + 1, j =
Eαβ
Em,αβ
NE + 1, (5.8)
onde Rn e´ um nu´mero aleato´rio e Eαβ e´ energia adimensional deste par.
5.3 Esquema nume´rico
E´ mais conveniente ca´lcular o aˆngulo de deflexa˜o χ usando uma energia
adimensional, por exemplo, E = mg2/4. Os valores de Emax devem ser
escolhidos de modo a abarcar o conjunto todo (ou praticamente todo) de
intervalo de variac¸a˜o de energia E. No estado de equil´ıbrio, a energia E e´













onde T ∗ e´ a temperatura reduzida. Assim, se Emax = 15T ∗, apenas a frac¸a˜o
5×10−6 das coliso˜es tera´ a energia maior que Emax. Usando tal estimativa,
na˜o e´ dif´ıcil encontrar o valor ideal de Emax.
O valor de bM deve ser escolhido com mais cuidado, porque o nu´mero
de pares a serem testados para a colisa˜o, e portanto o tempo de simulac¸a˜o,
depende fortemente deste paraˆmetro. Como foi mostrado na Ref. [64], para
grandes valores da energia relativa, digamos E = 100, o aˆngulo de deflexa˜o χ
tende rapidamente a zero e bM pode ser pequeno, enquanto que para valores
pequenos, por exemplo, E = 0, 1, a diminuic¸a˜o do aˆngulo χ e´ lenta e bM deve
ser grande. Para a condic¸a˜o considerada aqui, ou seja, o he´lio em T0 = 300
K, a temperatura reduzida e´ T ∗ =29,35. De acordo com a distribuic¸a˜o (5.9),
a energia mais prova´vel E e´ exatamente a temperatura reduzida T ∗ e apenas
2% das coliso˜es tem a energia E <0,2T ∗. A figura 5.1 mostra o aˆngulo de
deflexa˜o χ vs o paraˆmetro de impacto b para a energia mais prova´vel E = T ∗
e para a energia E =0,2T ∗, ou seja, estas sa˜o curvas t´ıpicas para 98% das
coliso˜es. Como pode ser visto, o aˆngulo de deflexa˜o e´ pequeno em b =1,5d, e
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Figura 5.1: Aˆngulo de deflexa˜o χ vs paraˆmetro de impacto b para T ∗ =29,35.
Publicado originalmente em [37].
praticamente se torna nulo em b = 2d. Assim, este comportamento de χ serve
como um ponto de refereˆncia para a escolha de bM. E´ claro que idealmente
gostar´ıamos de ter bM o maior poss´ıvel, pore´m a partir de um certo valor se
torna invia´vel.
5.4 Resultados
Dois problemas de refereˆncia, a saber Couette e transfereˆncia de calor,
foram resolvidos para os paraˆmetros  e d do potencial LJ correspondente ao
ga´s he´lio, os quais sa˜o apresentados na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1: Dados para os problemas de refereˆncia
quantidade valor fonte
Massa molecular m/u=4,002602 NIST, 2014
Unidade de massa atoˆmica u=1,660538921(73)×10−27 kg NIST, 2014
Paraˆmetro de LJ d=0,2576 nm [2,64]
Paraˆmetro de LJ /k=10,22 K [2,64]
Constante de Boltzmann kB=1,380 6488(13)×10−23 J/K NIST, 2014
Viscosidade para LJ µ=19,98 µ Pa · s [64]
Viscosidade para HS µ=14,16 µ Pa · s [64]
Conduti. te´rmica para LJ κ=0,1566 W/(m · K) [64]
Conduti. te´rmica para HS κ=0,1113 W/(m · K) [64]
Coef. de salto de temp. de LJ ζT=1,91 [159,160]
Coef. de salto de temp. de HS ζT=1,890 [159,161]
Coef. de desliz. de veloc. de LJ σP=1,00 [159]
Coef. de desliz. de veloc. de HS σP=0,9873 [159,162]
Temperatura de equil´ıbrio T0=300 K
Para comparar o esforc¸o computacional para o potencial LJ com aquele
para HS, os problemas de refereˆncia foram tambe´m resolvidos para as mole´culas
de HS com a mesma massa molecular m e com o diaˆmetro igual a d apre-
sentados na Tabela 5.1. A temperatura de equil´ıbrio T0 do ga´s foi assumida
como sendo igual a 300 K. A separac¸a˜o entre as placas foi de H = 1 mm.
Treˆs valores da pressa˜o foram considerados, a saber, 100, 200 e 400 Pa. Os
valores correspondentes do livre caminho me´dio equivalente calculados para
o potencial LJ do ga´s he´lio com uso da fo´rmula (2.1) sa˜o 0,2231; 0,1115 e
0,05578 mil´ımetros, para cada pressa˜o respectivamente. Assim, as presso˜es
consideradas correspondem aos paraˆmetros de rarefac¸o˜es δ iguais a 4,5, 8,97
e 17,9 respectivamente. A diferenc¸a de temperatura no problema de trans-
fereˆncia de calor foi ∆T/T0 = 1/3 e a velocidade da placa no de Couetee foi
Uw/v0 = 1/3.
Os ca´lculos de DSMC foram realizados para 20.000 part´ıculas, 200 ce´lulas,
a energia ma´xima igual a Emax = 400, NE = 400 o nu´mero de pontos para
a energia, o ma´ximo fator de impacto igual a bM = 1,5d e Nb = 200. Os
resultados dos ca´lculos para o fluxo de calor qx e para o tensor de cisalhamento
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Pxy sa˜o apresentados nas Tabelas 5.2 e 5.3, respectivamente. Os valores de
qx e Pxy calculados pelas leis de Fourier e Newton com os coeficientes κ,
µ, ζT e σP dados na Tabela 5.1 tambe´m sa˜o apresentados nas Tabelas 5.2 e
5.3. Pode-se verificar que a discrepaˆncia entre os resultados DSMC e aqueles
calculados analiticamente na˜o excedeu 0,6% para q e 0,9% para Pxy. A fim
de verificar, se os paraˆmetros utilizados nestes ca´lculos sa˜o suficientes para a
incerteza 1%, ca´lculos adicionais foram realizados variando cada paraˆmetro
do esquema nume´rico. Observou-se que o tempo de CPU foi sens´ıvel ao
paraˆmetro bM e aumentou em 50% ao aumentarmos bM de 1,5 a` 3, enquanto
os outros paraˆmetros na˜o afetam o tempo de CPU.
Os resultados destes testes mostraram que o fluxo de calor qx e tensor de
cisalhamento Pxy na˜o variaram dentro da precisa˜o nume´rica de 1%.
Note que, os valores de qx e Pxy para o potencial HS apresentados nas
Tabelas 5.2 e 5.3 sa˜o bastante diferentes daqueles para LJ, apesar do fato de
que χ = 0 para HS e χ 1 para LJ quando b > d. A diferenc¸a significativa
de qx e Pxy e´ explicada pela diferenc¸a da func¸a˜o χ = χ(b/d) para HS e LJ na
faixa de 0 ≤ b/d ≤ 1, como pode ser visto na Figura 5.1.
Nas u´ltimas colunas das Tabelas 5.2 e 5.3, a raza˜o entre o tempo de CPU
de LJ para HS e´ dada. Em contraste com a opinia˜o estabelecida, vide por
exemplo, Ref. [157, 158], o uso do potencial LJ aumenta o tempo de proces-
samento em apenas 50% no ma´ximo para os problemas aqui considerados. O
aumento do tempo de CPU pode ser maior para outros problemas e/ou gases,
mas na˜o duas ordens de grandeza como acontece caso o aˆngulo de deflexa˜o
fosse calculado para cada colisa˜o.
58
Tabela 5.2: Fluxo de calor qx vs pressa˜o p. CPU e´ raza˜o de tempos de CPU




p (Pa) DSMC Fourier DSMC Fourier CPU
100 8,415 8,452 6,928 6,968 1,25
200 10,93 10,98 8,555 8,571 1,28
400 12,90 12,91 9,696 9,685 1,34
Tabela 5.3: Tensor de cisalhamento Pxy vs pressa˜o p. CPU e´ raza˜o de tempos
de CPU entre LJ e HS. Ga´s He´lio.
Pxy (Pa)
LJ HS
p (Pa) DSMC Newton DSMC Newton CPU
100 5,159 5,142 4,024 4,017 1,36
200 6,111 6,080 4,578 4,559 1,39




Aqui estudaremos a viscosidade e a condutividade te´rmica, que sa˜o cha-
mados de coeficientes de transporte de um fluido, e veremos como calculamos
essas quantidades para misturas usando a DSMC com potencial AI.
6.1 Viscosidade
6.1.1 Viscosidade e escoamento de Couette
Para o ca´lculo da viscosidade iremos considerar o escoamento particu-
lar chamado escoamento de Couette, que ja´ explicamos no cap´ıtulo 3,
mas que iremos descrever rapidamente novamente aqui. No escoamento de
Couette, vide por exemplo [42], temos duas placas planas infinitas parale-
las separadas por uma distaˆncia d, na direc¸a˜o y. Entre as placas, ocupando
todo o espac¸o entre elas, temos o fluido, que por enquanto pode ser tanto
gasoso como l´ıquido. Uma das placas se move na direc¸a˜o x, perpendicular a
y, com velocidade constante U , enquanto a outra fica em repouso, tudo isso
em relac¸a˜o a um referencial inercial. Estes escoamentos sa˜o ideais. Qualquer
outro efeito, como por exemplo a forc¸a gravitacional, e´ ignorado.
Vamos admitir que as mole´culas que constituem o fluido sofram reflexa˜o
difusa nas placas. Isto e´, quando as mole´culas do fluido atingem as placas
as mesmas sa˜o espalhadas em qualquer direc¸a˜o, perdendo completamente
a informac¸a˜o das velocidades com as quais chegaram, e com mo´dulos de
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velocidade satisfazendo a distribuic¸a˜o de velocidades (Maxwelliana) para a
temperatura da placa em questa˜o. Tambe´m supomos que o fluido e as placas
se encontram inicialmente a` mesma temperatura T0.
Estamos supondo que a placa de cima, na figura, se move, enquanto a
placa de baixo permanece em repouso. O movimento da placa de cima ira´
colocar todo o fluido em movimento. Quanto mais pro´ximo da placa supe-
rior, maior sera´ a velocidade do fluido, enquanto mais pro´ximo da placa in-
ferior, menor sera´ a velocidade do fluido. Numa distaˆncia infinitesimalmente
pro´xima da placa em repouso, a velocidade do fluido e´ zero.
A figura a seguir mostra o perfil de velocidade para o escoamento de
Couette, que se aproxima muito de uma linha reta.
Figura 6.1: Perfil aproximado da velocidade para o escoamento Couette.
Uma coisa importante a ser dita e´ que estamos falando de velocidade
macrosco´pica do fluido, e na˜o a velocidade de mole´culas individuais. Todo
o conceito de viscosidade pressupo˜e que o fluido seja um cont´ınuo, isto e´, que
esteja no chamado limite hidrodinaˆmico, correspondente a δ  1, ou dito
de outra forma, correspondente a Kn 1. Na figura, o movimento do fluido
causado pelo movimento da placa superior ira´ causar uma forc¸a F sobre uma
a´rea A da placa inferior em repouso, que tera´ a mesma direc¸a˜o e o mesmo






onde o coeficiente de proporcionalidade µ e´ chamado de viscosidade, ou
viscosidade dinaˆmica do fluido.
A expressa˜o anterior define uma viscosidade me´dia. Se quisermos a vis-





onde agora u e´ o mo´dulo da velocidade do fluido na direc¸a˜o x e F e´ o mo´dulo
da forc¸a causada sobre uma a´rea A de uma superf´ıcie imagina´ria, paralela a`s
placas, na altura considerada.








onde τ e´ a tensa˜o de cisalhamento. A equac¸a˜o 6.3 e´ chamada de Lei de
Newton (da viscosidade) em homenagem a Sir Isaac Newton (1643-1727) que
foi quem a descobriu.
No sistema internacional de unidades (S.I.), ou sistema me´trico, a visco-
sidade, ou viscosidade dinaˆmica, e´ medida em pascal segundo (Pa.s). Outra
unidade comum e´ o poise (P), do CGS. Este se relaciona com o Pa.s por
1Pa.s = 10P.
6.1.2 Viscosidade em gases dilu´ıdos
A viscosidade em gases dilu´ıdos pode ser estimada atrave´s do Me´todo de






onde Ω(2,2) e´ uma “integral omega”, que depende do potencial, e que para















ou seja, a viscosidade de um ga´s rarefeito segundo o modelo de esferas r´ıgidas
e´ proporcional a T 1/2. Na realidade, pore´m, a dependeˆncia da viscosidade
com a temperatura na˜o e´ essa [54], e por isso e´ muito importante a utilizac¸a˜o
de um potencial mais f´ısico, como os potenciais AI. O potencial AI da´ a
dependeˆncia correta, como mostrado por exemplo na dissertac¸a˜o de Mestrado
de Benites, [163].
6.1.3 Determinac¸a˜o da viscosidade atrave´s da DSMC
Para o ca´lculo da viscosidade usando o me´todo da DSMC, o que se faz e´
a simulac¸a˜o do escoamento de Couette. O espac¸o entre as placas e´ dividido
em diversas ce´lulas que sa˜o usadas para o ca´lculo da velocidade do ga´s em
uma dada regia˜o. Com isso temos imediatamente o gradiente de velocidade.
O pro´ximo passo e´ calcular a forc¸a sobre a placa inferior em repouso, ou
sobre uma superf´ıcie imagina´ria paralela a` mesma. Para isso, no primeiro
caso, e´ feito diretamente o ca´lculo da quantidade de movimento transmitida
a esta placa, lembrando que na DSMC sabemos a cada instante a posic¸a˜o
e a velocidade de cada part´ıcula modelo, por unidade de tempo. Com isso
temos a forc¸a, e assim, considerando uma determinada a´rea de placa pode-
mos calcular a viscosidade diretamente usando a definic¸a˜o, dada pela lei de
Newton. Para o caso da superf´ıcie imagina´ria paralela a` placa, faz-se a conta-
bilidade das part´ıculas que cruzam a superf´ıcie num sentido (indo em direc¸a˜o
a placa em repouso) e as em sentido oposto, e se subtrai as quantidades de
movimento das que va˜o num sentido das que va˜o noutro sentido, de modo a
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ter a quantidade de movimento resultante sobre a superf´ıcie imagina´ria, num
determinado tempo.
Sa˜o va´rios os paraˆmetros a serem levados em conta. Paraˆmetros deter-
minantes do problema sa˜o: A velocidade da placa em relac¸a˜o a` velocidade
ma´xima prova´vel das mole´culas do ga´s, que ira´ determinar se o problema e´
linear ou na˜o (a Lei de Newton e´ linear, assim e´ necessa´rio que a variac¸a˜o da
velocidade ao longo de um livre caminho me´dio seja pequena); a tempera-
tura inicial do ga´s e das placas, T0, para qual usamos 300K, o ga´s ou mistura
gasosa considerada, o modelo de colisa˜o intermolecular utilizado, o modelo
de reflexa˜o do ga´s nas paredes (no´s iremos sempre nos limitar a reflexa˜o di-
fusa), e o paraˆmetro de rarefac¸a˜o. Para que a viscosidade possa ser definida
corretamente segundo a lei de Newton e´ necessa´rio que se esteja no regime
hidrodinaˆmico. Verificou-se que, nesse caso, o erro da DSMC, supondo re-
gime hidrodinaˆmico, e´ da ordem de 1/δ2. Ou seja, se nos contentarmos com
uma precisa˜o de 1% enta˜o δ = 10 ja´ seria uma boa aproximac¸a˜o para re-
gime hidrodinaˆmico. Nos ca´lculos realizados nos nossos artigos [37, 38] foi
considerado δ = 40 para regime hidrodinaˆmico.
Paraˆmetros espec´ıficos da DSMC sa˜o: nu´mero de amostras; nu´mero de
ce´lulas; no caso de potencial AI, ou LJ, o nu´mero de pontos para a ener-
gia, o nu´mero de pontos para o paraˆmetro de impacto, a ma´xima energia
relativa, o ma´ximo paraˆmetro de impacto e para o modelo HS precisamos
saber os diaˆmetros das mole´culas. Como sabemos, o erro de Monte Carlo e´
proporcional a 1/
√
N , onde N e´ o nu´mero de amostras. O que fizemos foi
lanc¸ar va´rios processos, diferindo apenas pela semente do gerador de nu´meros
aleato´rios e, com isso, foi poss´ıvel escolher um nu´mero de amostras que desse
um erro inferior a 0, 5%. E´ claro que o ideal seria termos o maior nu´mero de
amostras poss´ıvel. Pore´m, por questo˜es de tempo, e´ preciso se limitar. Sobre
o nu´mero de ce´lulas, deve-se utilizar um nu´mero de ce´lulas que seja suficien-
temente grande para que possamos calcular o gradiente de velocidade, mas
que tambe´m na˜o seja grande de mais ao ponto de termos poucas part´ıculas
por ce´lula. Para que a DSMC funcione bem, a recomendac¸a˜o e´ que haja pelo
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menos 10 part´ıculas modelo por ce´lula.
Diferente do que algue´m poderia pensar, o nu´mero total de part´ıculas
na˜o depende da rarefac¸a˜o. Isto porque lidamos com part´ıculas modelo e
na˜o mole´culas reais. Ocorre com o nu´mero total de part´ıculas algo similar
ao nu´mero de amostras. O ideal e´ termos o maior nu´mero poss´ıvel, pore´m
quanto maior for o nu´mero de part´ıculas maior sera´ tambe´m o tempo de
simulac¸a˜o.
Tanto no potencial de LJ como nos potenciais AI, as part´ıculas interagem
a qualquer distaˆncia. Quer dizer, todas as part´ıculas esta˜o o tempo todo em
colisa˜o umas com as outras. E´ claro que seria imposs´ıvel fazer uma simulac¸a˜o
assim. Por isso e´ necessa´rio fazer um cutoff no potencial, que ira´ dizer qual
e´ o maior paraˆmetro de impacto poss´ıvel. A partir da´ı o potencial e´ nulo e
na˜o ocorre colisa˜o alguma. Novamente desejar´ıamos o maior valor poss´ıvel,
pore´m isso influencia diretamente o tempo de simulac¸a˜o. O que se faz e´ va´rios
testes ate´ achar um valor o´timo de ma´ximo paraˆmetro de impacto, que na˜o
torne a simulac¸a˜o invia´vel e ale´m do qual na˜o haja mudanc¸a nos resultados
dentro da precisa˜o desejada. Isso e´ feito por tentativa e erro. O mesmo e´
feito para a energia ma´xima relativa, para os nu´meros de pontos de energia
e de paraˆmetro de impacto.
6.1.4 Resultados
Dois problemas de refereˆncia foram resolvidos, sendo o primeiro o de
Couette, que permitiu o ca´lculo da viscosidade usando potencial AI para a
mistura He-Ar, bem como a comparac¸a˜o com HS.
Para uma mistura bina´ria, treˆs matrizes de aˆngulo de deflexa˜o χij sa˜o
calculadas para os treˆs tipos de coliso˜es, ou seja, He-He, Ar-Ar e He-Ar,
aplicando o potencial (2.37) e utilizando os seguintes paraˆmetros: Em,αβ =
600, NE=600, bm = 3r0, Nb = 900.
Os ca´lculos foram realizados para a frac¸a˜o molar C0 igual a 0, 0,25, 0,5,
0,75 e 1 e a` temperatura de 300 K. Os valores da viscosidade µ sa˜o relatados
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na segunda coluna das tabela 6.1. E´ importante ressaltar que esses resultados
sa˜o originais, pois foi a primeira vez que esse ca´lculo foi feito com base em
potencial AI.
Tabela 6.1: Viscosidade µ da mistura He-Ar vs frac¸a˜o molar C calculados
via DSMC, e dados da literatura.
µ [µPa · s] ∆µ/µ [%]
C DSMC Refs. [62,63] Ref. [54] Ref. [66] [62,63] [54] [66]
0 22,68 22,669 22,83 22,772 0,05 0,7 0,4
0,25 23,22 - 23,33 23,169 - 0,5 0,2
0,5 23,53 - 23,67 23,420 - 0,6 0,5
0,75 23,18 - 23,30 23,057 - 0,5 0,5
1 19,91 19,910 20,04 20,172 <0,02 0,7 1,3
Para termos certeza de que nosso esquema nume´rico foi satisfato´rio, fize-
mos tambe´m uma comparac¸a˜o com os resultados para HS, com os da litera-
tura. Os resultados para u = 0, 2v0 sa˜o mostrados na tabela 6.2.
Tabela 6.2: Dados do ca´lculo de viscosidade pela DSMC para HS e com-
parac¸a˜o com viscosidade de refereˆncia de [70].
C0=0 C0=0,25 C0=0,5 C0=0,75
µ0(µPa .s) 22,68 22,81 22,77 22,22
Π 0,02382 0,0237252 0,0236592 0,0236340
duy/dx 0,953918 0,948784 0,944899 0,947806
µ (µPa. s)DSMC 22,66 22,82 22,81 22,16
(µ− µ0)/µ0% -0,09 0,04 0,18 -0,27
A maior diferenc¸a chega a −0, 27%, o que mostra que nosso esquema
produz resultados dentro da precisa˜o anunciada de −0, 5%.
6.2 Condutividade te´rmica
6.2.1 Condutividade te´rmica em gases dilu´ıdos
Usando o mesmo me´todo de Chapman-Enskog, que foi utilizado para a
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viscosidade, a primeira aproximac¸a˜o para a condutividade te´rmica em ga´s











ou seja, a condutividade te´rmica para ga´s de esferas r´ıgidas depende de treˆs
fatores, a massa das mole´culas, a temperatura, e a sec¸a˜o de choque das
mole´culas. Para um dado ga´s a condutividade te´rmica, segundo o modelo
de HS, e´ proporcional a T 1/2. Novamente, isso na˜o e´ o caso na realidade, de
modo que e´ muito importante o uso de um potencial mais real´ıstico, como os
potenciais AI.
6.2.2 Determinac¸a˜o da condutividade te´rmica atrave´s
da DSMC
Praticamente tudo que dissemos para o caso de ca´lculo da viscosidade
tambe´m se aplica ao caso do ca´lculo da condutividade te´rmica. As diferenc¸as
sa˜o que agora estamos tratando de transfereˆncia plana de calor, vide por
exemplo [42], e na˜o mais de escoamento plano de Couette. O esquema e´ pra-
ticamente o mesmo. Agora, pore´m, ambas as placas esta˜o em repouso, e uma
das placas e´ mantida a uma temperatura T0 +∆T/2 e a outra a T0 −∆T/2,
vide figura 3.3.1. Ao inve´s do ca´lculo do tensor de cisalhamento, agora cal-
culamos diretamente o fluxo de calor, que e´ determinado atrave´s da energia
cine´tica me´dia das mole´culas em relac¸a˜o ao referencial de centro de massa
das mesmas. Isso e´ um detalhe importante que merece ser enfatizado. Existe
uma diferenc¸a entre calor e energia te´rmica. A energia e´ calculada simples-
mente pela energia cine´tica das mole´culas, sem a necessidade de se subtrair
a energia puramente translacional do centro de massa. Va´rias mole´culas que
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se movessem na mesma direc¸a˜o e sentido e com a mesma velocidade teriam
energia cine´tica, mas a temperatura do conjunto seria zero.
A Lei de Fourier vale somente se a diferenc¸a de temperatura e´ baixa. As-
sim devemos manter ∆T suficientemente baixa para atender essa suposic¸a˜o.
6.2.3 Resultados
O segundo problema de refereˆncia calculado em nosso artigo [38] foi o
da transfereˆncia plana de calor para a mistura He-Ar. Para o ca´lculo do
coeficiente de condutividade te´rmica, a mistura foi perturbada por um desvio
de temperatura das placas, isto e´, a placa em x = −H/2 mantida a uma
temperatura T0+∆T/2, enquanto a outra placa e´ mantida a uma temperatura
T0−∆T/2. A diferenc¸a de temperatura ∆T deve ser pequena o suficiente para
evitar uma contribuic¸a˜o de termo na˜o linear para o fluxo de calor qx. O fluxo
de calor qx foi calculado para cada ce´lula durante a simulac¸a˜o do movimento
livre, ou seja, a energia de todas as part´ıculas que atravessam uma ce´lula e´
contada e somada. O nu´mero de amostras 5 × 104 garantiu que a dispersa˜o
estat´ıstica fosse inferior a 0,5%. O intervalo entre as placas foi dividido em
400 ce´lulas. O nu´mero de part´ıculas modelo foi 40.000, ou seja, cerca de
cem por ce´lula. O incremento de tempo foi de ∆t =0,002H/v0. Ca´lculos
teste com nu´meros maiores de ce´lulas e part´ıculas, e com um incremento de
tempo menor mostraram que os valores indicados acima garantiram um erro
nume´rico inferior a 0,5%.
Os resultados de condutividade te´rmica sa˜o mostrados na tabela 6.3 bem
como a comparac¸a˜o com outros resultados da literatura. Da mesma forma
que para o caso da viscosidade, e´ importante ressaltar que esses resultados
sa˜o absolutamente originais, pois foi tambe´m a primeira vez que esse ca´lculo
foi feito com base em potencial AI.
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Tabela 6.3: Condutividade te´rmica κ da misture He-Ar vs fraca˜o molar C.
DSMC e literatura. Os dados de [62, 63, 66] sa˜o teo´ricos, enquanto [54] sa˜o
emp´ıricos.
λ [mW/m K] ∆λ/λ [%]
C DSMC Refs. [62,63] Ref. [54] Ref. [66] [62,63] [54] [66]
0 17,74 17,709 17,83 17,789 0,2 0,5 0,3
0,25 32,60 - 32,71 31,797 - 0,3 2,5
0,5 54,34 - 54,36 52,976 - 0,04 2,5
0,75 89,63 - 89,28 88,284 - 0,4 1,5
1 155,52 155,66 156,66 157,71 0,1 0,7 1,4
Para termos certeza da efica´cia do esquema utilizado, no´s calculamos para
HS tambe´m, e comparamos com a literatura. Os nossos resultados sa˜o mos-
trados na quarta linha da tabela 6.4.
Tabela 6.4: Dados do ca´lculo de condutividade te´rmica, DSMC, HS. Visco-
sidade de refereˆncia de µ0 de [65].
C0=0 C0=0,25 C0=0,5 C0=0,75
µ0(µPa.s) 22,68 22,81 22,77 22,22
q 0,043182 0,054902 0,063630 0,064867
dT/dx 0,913218 0,919956 0,918549 0,913046
κ(W/mK)DSMC 1,7856×10−2 2,9245×10−2 4,7743×10−2 8,08398×10−2
κ0(W/mK)1 17,86×10−3 29,27×10−3 47,62×10−3 80,67×10−3
(κ− κ0)/κ0(%) -0,02 -0,08 0,25 0,21
A diferenc¸a para a condutividade te´rmica da literatura, para HS, atinge
um ma´ximo de 0,25%, que esta´ de acordo com a nossa precisa˜o anunciada,
de 0,5%. No cap´ıtulo 7 sera´ mostrado que a diferenc¸a de temperatura 0,2T0






7.1 Escoamento plano de Couette
O escoamento plano de Couette e´ um dos escoamentos cla´ssicos e mais
simples da Mecaˆnica dos Fluidos. No´s ja´ descrevemos esse escoamento no
cap´ıtulo 6. Agora, pore´m, a velocidade U da parede na˜o precisa mais ser
pequena em relac¸a˜o a` v0, e estamos interessados no intervalo inteiro de ra-
refac¸a˜o.
No´s calculamos Π como func¸a˜o dos paraˆmetros C0, U/v0 e δ para ambos
potenciais HS e AI com um erro nume´rico menor que 0,5%. Ale´m disso, os
perfis de velocidade, temperatura e frac¸a˜o molar sa˜o relatados. A comparac¸a˜o
dos resultados com base nesses dois potenciais diferentes nos permitira´ estu-
dar a influeˆncia destes potenciais sobre o fluxo de Couette.
7.1.1 Limite hidrodinaˆmico
Para cobrir toda a gama da rarefac¸a˜o do ga´s δ, o problema deve ser
resolvido no regime hidrodinaˆmico tambe´m, ou seja, quando δ  1. Algu-
mas concluso˜es sobre a influeˆncia do potencial intermolecular no problema
em questa˜o podem ser feitas com base na presente soluc¸a˜o limite, a qual
se baseia nas equac¸o˜es de Navier-Stokes contendo os coeficientes de trans-
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porte, tais como a viscosidade µ, condutividade te´rmica κ, e coeficiente de
difusa˜o te´rmica kT. Estes coeficientes sa˜o func¸o˜es desconhecidas da tempe-
ratura T e composic¸a˜o qu´ımica C da mistura. Ale´m disso, estas func¸o˜es
na˜o sa˜o anal´ıticas para o potencial AI de modo que uma soluc¸a˜o anal´ıtica
rigorosa da equac¸a˜o de Navier-Stokes na˜o e´ poss´ıvel. Por isso, vamos nos
restringir a uma aproximac¸a˜o assumindo a seguinte dependeˆncia (que e´ sim-
ples e interpola bem os dados experimentais e nume´ricos) da viscosidade µ e
condutividade te´rmica κ com a temperatura











onde µ0 e κ0 correspondem a` temperatura de equil´ıbrio T0. De um modo
geral a quantidade ω, que nesse caso carrega a informac¸a˜o do potencial, na˜o
e´ constante, mas ω varia pouco com a temperatura, vide tabela 7.11, e como
nesse problema a temperatura tambe´m varia pouco, vide figura 7.1, podemos
considerar ω constante. Seu valor para T0 = 300 K foi calculado a partir
dos dados experimentais de viscosidade relatados na Ref. [54] e sa˜o dados na
u´ltima coluna da Tabela 7.3.
A soluc¸a˜o hidrodinaˆmica baseia-se nas equac¸o˜es constitutivas, ou seja, as










De acordo com os dados emp´ıricos [54], o fator de difusa˜o αT depende fra-
camente da temperatura, de modo que pode ser assumido constante. Os
dados de raza˜o de termodifusa˜o para HS relatados na Ref. [65] e aqueles para
potencial AI relatado na Ref. [38] sa˜o apresentados na Tabela 7.3.
Para levar em conta uma rarefac¸a˜o moderada, as equac¸o˜es diferenciais sa˜o
resolvidas aplicando-se as condic¸o˜es de contorno de deslizamento de veloci-












e salto de temperatura
T = T0 ∓ ζT`dT
dx
em x = ±H
2
, (7.4)
onde, σP e ζT sa˜o os coeficientes de deslizamento de velocidade e de salto de
temperatura, respectivamente, e ` e´ o livre caminho equivalente (2.1). Fisi-
camente, essas condic¸o˜es significam que a velocidade do ga´s imediatamente
pro´ximo a` parede na˜o e´ igual a velocidade da parede, e que a temperatura
imediatamente pro´xima da parede tambe´m na˜o e´ igual a` temperatura da pa-
rede. Uma ana´lise cr´ıtica dos dados nume´ricos e experimentais sobre esses
coeficientes podem ser encontrados na Ref. [159]. De acordo com os dados
nume´ricos obtidos na Ref. [164] a partir da equac¸a˜o modelo McCormack,
o coeficiente de deslizamento σP na˜o e´ sens´ıvel ao potencial intermolecular.
Seus valores va´lidos tanto para HS como para potencial AI sa˜o apresentados
na Tabela 7.3. O coeficiente de salto ζT calculado na Ref. [165] e´ fortemente
afetado pelo potencial e esta´ apresentado na Tabela 7.3 para HS e para o
chamado potencial real´ıstico (PR) [165], que e´ o nome que se da´ quando se
utilizam as fo´rmulas de interpolac¸a˜o dadas em [54].
Mesmo apo´s a simplificac¸a˜o (7.1), as equac¸o˜es sa˜o resolvidas numerica-






enta˜o as soluc¸o˜es das equac¸o˜es sujeitas a`s condic¸o˜es de contorno (7.3) e (7.4)
podem ser expandidas com relac¸a˜o a este paraˆmetro. Se omitirmos os termos























































Aqui, cp = 5kB/2m e´ o calor espec´ıfico a pressa˜o constante. Este nu´mero
e´ muito pro´ximo de 2/3 para um ga´s u´nico e, nesse caso, depende fracamente
do potencial molecular. No entanto, no caso da mistura, difere desse valor e
depende significativamente do potencial. Os valores para HS e AI sa˜o apre-
sentados na Tabela 7.3. Para calcular o nu´mero de Prandtl para o potencial
AI, a viscosidade e a condutividade te´rmica calculadas no trabalho [38], e
dadas na Tabela 7.3, foram utilizadas.
A viscosidade e condutividade te´rmica utilizadas para calcular o nu´mero
de Prandtl para HS foram calculadas usando uma expansa˜o polinomial de
Sonine de maior ordem Ref. [3, 8]. As expresso˜es dos termos de primeira
ordem podem ser encontradas em muitos livros e artigos, vide por exemplo,
Eqs. (7.3-82) e (7.3-87) no livro [3], Eqs. (70) e (71) em Ref. [110], Eq.
(145) em Ref. [70] e Eq. (198) em Ref. [65]. Essas expresso˜es necessitam dos
diaˆmetros moleculares d1 e d2 que sa˜o extra´ıdos a partir da expressa˜o exata






obtida em [64, 166]. Assumindo que no limite de gases individuais C0 = 0 e
C0 = 1 as viscosidades de ambos AI e HS sa˜o as mesmas, os diaˆmetros sa˜o
dados como d1 =0,2173 nm e d2 =0,3618 nm para He e Ar, respectivamente.
Isto ocorre porque e´ justamente desta forma que os diaˆmetros moleculares
para HS sa˜o calculados, ou seja, eles sa˜o ajustados pela viscosidade. As
correc¸o˜es relacionadas com expanso˜es polinomiais de Sonine de ordem supe-
rior calculados nas Refs. [65, 70] foram utilizadas para calcular a viscosidade
e condutividade te´rmica para as frac¸o˜es molares intermedia´rias C0 =0,25, 0,5
e 0,75. Os valores correspondentes sa˜o apresentados na Tabela 7.3.
Usando a Eq. (7.8) e a condic¸a˜o
∫ H/2
−H/2C(x)dx = C0H que provem do
fato da massa ou quantidade de mate´ria se conservar, a frac¸a˜o molar e´ obtida
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como











Assim, o maior desvio da frac¸a˜o molar acontece nas paredes (x = ±H/2)
e e´ duas vezes menor que isso no ponto me´dio (x = 0). Como a raza˜o de
termodifusa˜o e´ negativa temos, C(0) > C0 e C(H/2) < C0. Usando os dados
nume´ricos da Tabela 7.3 pode-se verificar que os desvios relativos da frac¸a˜o
molar ∆C/C0 atinge 5% e 3% para os potenciais do HS e AI, respectivamente.
Assim, a variac¸a˜o da frac¸a˜o molar e´ muito pequena e pode ser desprezada.

















Esta expressa˜o nos da´ uma ideia sobre a influeˆncia do potencial. Uma vez
que o coeficiente de deslizamento σP na˜o e´ afetado pelo potencial, o primeiro
termo na equac¸a˜o (7.12) na˜o depende do mesmo. Os primeiros termos nos
perfis de velocidade (7.7) e temperatura (7.8) tambe´m na˜o sa˜o afetados pelo
potencial. Uma vez que as quantidades ω, Pr e ζT dependem do potencial,
os termos da ordem ξ2 nas equac¸o˜es (7.7), (7.8) e (7.12) sa˜o afetados pelo
potencial. Esta expressa˜o (7.12) serve para mostrar que para U/v0 = 0,2
a contribuic¸a˜o dos termos na˜o lineares e´ menor que 0,3%, o que significa
que para o valor de velocidade da parede considerado, o problema pode ser
considerado linear dentro da precisa˜o assumida.
De acordo com a Eq.(7.9), o fluxo de calor qx na˜o conte´m o termo de
primeira ordem em relac¸a˜o ao paraˆmetro pequeno ξ. O termo de segunda
ordem na˜o depende do potencial intermolecular de modo que esta quantidade
na˜o sera´ analisada aqui.
7.1.2 Regime de mole´cula livre
No regime molecular livre (δ → 0) todos os momentos sa˜o facilmente








































onde m agora e´ a massa me´dia definida em Eq.(2.3).











enquanto a velocidade hidrodinaˆmica uy e´ zero. A frac¸a˜o molar C na˜o varia
entre as placas e e´ igual ao seu valor de equil´ıbrio C0. Substituindo (7.16)




m1 + (1− C0)√m2√
pim
. (7.18)
7.1.3 Regime de transic¸a˜o
Para resolver o problema no regime de transic¸a˜o, o me´todo DSMC foi
aplicado. Este me´todo ja´ foi devidamente explicado no cap´ıtulo 4 de modo
que na˜o se e´ mais necessa´rio repetir aqui. Os valores da viscosidade µ0 foram
calculados no artigo [38] e sa˜o apresentados na Tabela 7.3.
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Os ca´lculos foram realizados tambe´m para o modelo HS. Para este poten-
cial a quantidade r0 e´ o diaˆmetro molecular, para a colisa˜o entre as mesmas
espe´cies, e e´ o diaˆmetro me´dio, para coliso˜es entre espe´cies diferentes. Neste
caso, o ma´ximo paraˆmetro de impacto bM,αβ e´ igual a` unidade.
Como nos cap´ıtulos anteriores, 40.000 part´ıculas modelo foram usadas,
o nu´mero de ce´lulas foi 400, o tempo de incremento ∆t foi de 0,002. O
aˆngulo de deflexa˜o foi pre´-calculado para 900 valores do paraˆmetro de impacto
distribu´ıdos na faixa de 0 ≤ bM,αβ ≤ 3 e para 600 valores da energia cine´tica
relativa. Tais paraˆmetros garantem um erro nume´rico inferior a 0,5 %.
Os ca´lculos foram realizados para dois valores de velocidade parede, a
saber, U/v0 =0,2 e 2. Para o primeiro valor, a contribuic¸a˜o dos termos na˜o
lineares na soluc¸a˜o hidrodinaˆmica (7.12) foi inferior a 0,2%. No regime de
mole´culas livres, a expressa˜o do tensor de cisalhamento (7.18) conte´m apenas
o termo linear. Assim, o valor de U/v0 =0,2 corresponde a` soluc¸a˜o linearizada
com a precisa˜o assumida no presente trabalho. Sob esta condic¸a˜o, o tensor
de cisalhamento adimensional Π na˜o e´ afetado pelo potencial nem no regime
hidrodinaˆmico, consulte Eq. (7.12) sem os termos da ordem ξ2, nem no
limite de mole´culas livres, veja eq. (7.18). Poder´ıamos esperar uma pequena
influeˆncia do potencial no tensor de cisalhamento Π somente no regime de
transic¸a˜o (δ ∼ 1).
Para o segundo valor U/v0 = 2, a contribuic¸a˜o dos termos na˜o-lineares na
soluc¸a˜o hidrodinaˆmica (7.12) e´ cerca de 15%. Estes termos conte´m o ı´ndice
de viscosidade ω e o nu´mero de Prandtl Pr que sa˜o dependentes do potencial.
Assim, a influeˆncia do potencial deve exceder o erro nume´rico nos regimes de
transic¸a˜o e hidrodinaˆmico.
Os valores da frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 considerados aqui sa˜o os mes-
mos usados na Ref. [38], ou seja, 0, 0,25, 0,5, 0,75, e 1. Seis valores do
paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ foram considerados 0,01, 0,1, 1, 10, 20 e 40.
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7.1.4 Resultados e discusso˜es
Tensor de cisalhamento
Os valores nume´ricos do tensor de cisalhamento adimensional Π para o
potencial AI sa˜o apresentados nas tabelas 7.1 e 7.2.
Tabela 7.1: Tensor de cisalhamento adimensional Π para potencial AI vs
paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 e velocidade da parede
U/v0 = 0,2.
a Eq.(7.18), b Eq.(7.12).
Π
C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ
0 a 0,5642 0,5314 0,5007 0,4823 0,5642
0,01 0,5575 0,5252 0,4953 0,4775 0,5585
0,1 0,5167 0,4883 0,4619 0,4466 0,5191
1 0,3365 0,3232 0,3110 0,3037 0,3382
10 0,08320 0,08216 0,08146 0,08087 0,08324
20 0,04531 0,04510 0,04487 0,04461 0,04540
40 0,02381 0,02370 0,02368 0,02364 0,02383
40 b 0,02379 0,02371 0,02364 0,02360 0,02379
Os valores de Π para δ = 0, foram calculados a partir da equac¸a˜o (7.18)
e aqueles na u´ltima linha foram calculados a partir da equac¸a˜o (7.12) substi-
tuindo δ = 40 e os valores de σP, ζT, ω e Pr apresentados na Tabela 7.3.
Uma comparac¸a˜o entre os dados nume´ricos de Π para δ =0,01 com os de
δ = 0 mostra que a diferenc¸a relativa e´ de cerca de 0,01, ou seja, tem a ordem
de δ. A diferenc¸a entre os dados de DSMC para δ = 40 e os calculados a partir
da soluc¸a˜o hidrodinaˆmica (7.12) na˜o excede 0,2%, ou seja, estas duas soluc¸o˜es
coincidem dentro da precisa˜o nume´rica. Assim, os dados apresentados na
Tabela 7.1 cobrem toda a gama da rarefac¸a˜o do ga´s.
Para indicar a influeˆncia do potencial em toda a gama do paraˆmetro de
rarefac¸a˜o, a tabela 7.4 representa o desvio relativo do tensor de cisalhamento
com base no modelo de HS, ΠHS, do com base no potencial AI, ΠAI .
Como era esperado, a diferenc¸a entre ΠHS e ΠAI para a menor velocidade
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Tabela 7.2: Tensor de cisalhamento adimensional Π para potencial AI vs
paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 e velocidade da parede
U/v0 = 2.
a Eq.(7.18). b Eq.(7.12).
Π
C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ
0 a 0,5642 0,5314 0,5007 0,4823 0,5642
0,01 0,5612 0,5286 0,4981 0,4791 0,5615
0,1 0,5319 0,5015 0,4726 0,4537 0,5315
1 0,3663 0,3499 0,3330 0,3199 0,3616
10 0,09777 0,09379 0,09092 0,08926 0,09551
20 0,05316 0,05083 0,04962 0,04909 0,05191
40 0,02766 0,02647 0,02593 0,02575 0,02704
40 b 0,02783 0,02646 0,02586 0,02511 0,02699
Tabela 7.3: Propriedades da mistura He-Ar para T=300 K.
µ(µPa · s) κ(W/K) Pr −kT σP1 ζT2 ω
C0 HS
3 AI4 HS5 AId HS AI HSe AI6 HS PR Emp7
0 22,68 22,68 17,86 17,74 0,6607 0,6652 - - 1,018 1,954 1,954 0,85
0,25 22,81 23,22 29,27 32,60 0,5232 0,4782 0,1026 0,0604 1,084 1,769 1,969 0,81
0,5 22,77 23,53 47,62 54,34 0,4523 0,4096 0,1693 0,0962 1,150 1,777 2,017 0,77
0,75 22,22 23,18 80,67 89,63 0,4408 0,4139 0,1692 0,0916 1,191 1,910 2,070 0,71
1 19,91 19,91 156,50 155,52 0,6607 0,6648 - - 1,018 1,954 1,954 0,68
de parede U/v0 = 0, 2 e´ dentro da incerteza nume´rica 0,5% para valores
elevados do paraˆmetro de rarefac¸a˜o, ie δ ≥ 10, e para o seu valor pequeno
δ =0,01. No regime de transic¸a˜o (δ = 1) a diferenc¸a entre ΠHS e ΠAI excede
a incerteza nume´rica, mas ainda e´ pequena, ou seja, cerca de 1%. Quando
a velocidade da parede e´ grande (U/v0 = 2), a diferenc¸a entre ΠHS e ΠAI
atinge o seu ma´ximo perto do regime hidrodinaˆmico (δ = 10). Ela e´ um
pouco menor no regime hidrodinaˆmico (δ = 40). Diminuindo o paraˆmetro de
rarefac¸a˜o δ comec¸ando de 10 a diferenc¸a diminui e torna-se menor do que o
erro computacional em δ = 0,1.
A fim de determinar a incerteza da equac¸a˜o modelo de McCormack, uma
comparac¸a˜o entre o tensor de cisalhamento ΠMC calculado na Ref. [97] com
base neste modelo com ΠAI calculado para o potencial AI em U/v0 = 0, 2 e´
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Tabela 7.4: Desvio relativo do tensor de cisalhamento Π de HS para o de
potencial AI vs δ, C0 e U/v0.
(ΠHS −ΠAI)/ΠAI (%)
C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ Uv0 = 0,2 2 0,2 2 0,2 2 0,2 2 0,2 2
0,01 0,23 0,20 0,27 0,13 0,16 0,06 0,02 0,08 0,05 0,14
0,1 0,83 0,13 0,59 -0,08 0,45 -0,30 0,25 -0,37 0,37 0,21
1 1,1 -2,9 0,99 -3,0 0,71 -3,0 0,53 -2,3 0,62 -1,7
10 0,36 -5,7 0,41 -4,5 0,06 -3,7 0,17 -3,0 0,31 -3,5
20 0,46 -5,7 0,29 -3,7 0,16 -3,0 0,20 -2,4 0,26 -3,3
40 0,04 -5,4 0,08 -3,3 -0,08 -2,6 -0,04 -2,1 -0,04 -3,3
mostrada na Tabela 7.5.
Tabela 7.5: Desvio relativo do tensor de cisalhamento Π baseado no modelo
de McCormack (MC), vide Ref. [97], do para potencial AI vs paraˆmetro de
rarefac¸a˜o δ e frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 para U/v0 = 0,2.
δ (ΠMC −ΠAI)/ΠAI (%)
C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,01 0,32 0,34 0,32 0,25 0,14
0,1 1,1 1,1 1,1 0,99 0,62
1 0,68 0,77 0,74 0,69 0,18
10 -0,14 0,02 -0,21 -0,15 -0,19
20 0,15 0,02 -0,09 0,13 -0,04
40 -0,08 0,04 -0,17 -0,21 -0,17
De acordo com a Ref. [97], o tensor de cisalhamento ΠMC com base no
modelo de McCormack na˜o e´ sens´ıvel ao potencial intermolecular.
Como e´ esperado, os valores de ΠMC coincidem com ΠAI para paraˆmetro
de rarefac¸a˜o elevado (δ ≥ 10) e para o valor pequeno (δ = 0,01). No entanto,
para δ = 0,1 e 1, a diferenc¸a entre ΠMC e ΠAI e´ cerca de 1%, ou seja,
ultrapassa a precisa˜o nume´rica. Isto que o modelo de McCormack da´ uma
incerteza de cerca de 1% nesse caso.
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Gradiente de velocidade
O perfil de velocidade para o problema em questa˜o difere, apenas ligeira-
mente, de uma linha reta, enquanto o gradiente de velocidade adimensional









depende fortemente do paraˆmetro de rarefac¸a˜o. No limite hidrodinaˆmico

















Assim, quando o termo de ordem de ξ2 e´ negligenciado, o gradiente ν na˜o
e´ afetado pelo potencial embora os valores nume´ricos de ν para U/v0 = 0,2
sa˜o omitidos aqui. No entanto, para uma velocidade de parede elevada, o
termo da ordem ξ2 conte´m ω e Pr, que dependem do potencial.
Os valores de ν com base no potencial AI sa˜o apresentados na Tabela 7.6
para U/v0 = 2.
Tabela 7.6: Gradiente de velocidade ν definido em (7.19) para potencial AI
vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 para U/v0 = 2.
a Eq.(7.20)
ν
δ C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
0,01 0,048 0,049 0,048 0,050 0,041
0,1 0,173 0,174 0,173 0,175 0,172
1 0,486 0,481 0,475 0,468 0,494
10 0,819 0,813 0,810 0,811 0,826
20 0,873 0,878 0,876 0,879 0,880
40 0,904 0,916 0,916 0,917 0,914
40 a 0,880 0,900 0,906 0,907 0,895
Esta quantidade varia de zero a` unidade atrave´s da variac¸a˜o do paraˆmetro
de rarefac¸a˜o de zero ate´ infinito. E´ fracamente afetada pela frac¸a˜o molar. Na
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u´ltima linha da tabela 7.6, os valores de ν calculados a partir da equac¸a˜o
(7.20) sa˜o dados. Estes valores sa˜o poucos por cento menores do que os
calculados numericamente. Assim, ao contra´rio do tensor de cisalhamento, a
contribuic¸a˜o de ordem ξ4 para o gradiente ν e´ significativa, em torno de 2%.
De modo a avaliar a influeˆncia do potencial no gradiente, o desvio relativo
de ν com base no modelo de HS para o baseado no potencial AI e´ dado na
Tabela 7.7.
Tabela 7.7: Desvio relativo do gradiente de velocidade ν do modelo de HS
para o de potencial AI vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e frac¸a˜o molar de equil´ıbrio
C0 para U/v0 = 2.
δ (νHS − νAI)/νAI (%)
C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,1 -4,0 -2,2 0,87 1,8 -3,4
1 3,4 2,7 2,8 3,2 1,7
10 2,4 2,3 1,7 1,2 1,5
20 2,3 1,6 1,6 1,2 1,5
40 2,3 1,4 1,5 1,3 1,2
Como era de esperar, para grandes valores da rarefac¸a˜o, vide equac¸a˜o (7.6)
e (7.20), o desvio de ν e´ duas vezes menor do que o desvio correspondente ao
tensor de cisalhamento Π apresentados na Tabela 7.4. Para valores pequenos
do paraˆmetro de rarefac¸a˜o, o desvio relativo aumenta drasticamente porque
a quantidade ν tende a zero no limite δ → 0.
Temperatura
De acordo com a soluc¸a˜o hidrodinaˆmica (7.8), o desvio da temperatura
do seu valor de equil´ıbrio tem uma forma parabo´lica e atinge o seu ma´ximo
no ponto me´dio do intervalo (x = 0). No regime de mole´culas livres, ver Eq.
(7.17), o desvio da temperatura e´ constante. Para o valor de velocidade de
parede U/v0 = 0, 2 o desvio de temperatura e´ pequeno e tem a ordem do erro
nume´rico. Assim, os dados sobre o perfil de temperatura sa˜o dados apenas
para o valor da velocidade U/v0 = 2. Os perfis t´ıpicos sa˜o representados na
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Figura 7.1: Perfil de temperatura para U/v0 = 2 e C0 =0,5. Publicado
originalmente em [39].
Figura 7.1 variam suavemente desde a forma parabo´lica em δ = 40 para o
perfil constante em δ =0,01.
Os valores da temperatura no ponto me´dio (x = 0) sa˜o apresentados na
Tabela 7.8 onde o valor molecular livre (7.17) e o limite hidrodinaˆmico (7.8)
sa˜o tambe´m fornecidos.
Note, que em δ = 0,01 o valor de T (0)/T0 e´ praticamente o mesmo que o
do regime de mole´cula livre. Os valores da temperatura em δ = 40 diferem
ligeiramente da soluc¸a˜o anal´ıtica (7.8), com o ma´ximo de 0,7% em C0 = 0,25.
A influeˆncia do potencial sobre a temperatura e´ apresentada na Tabela
7.9 sob a forma da diferenc¸a relativa entre a temperatura para o modelo de
HS e potencial AI.
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Tabela 7.8: Temperatura no ponto me´dio (x = 0) para potencial AI vs




δ C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0 a 1,667 1,667 1,667 1,667 1,667
0,01 1,667 1,666 1,663 1,660 1,665
0,1 1,661 1,653 1,642 1,631 1,660
1 1,587 1,553 1,518 1,488 1,583
10 1,360 1,286 1,245 1,238 1,356
20 1,316 1,237 1,203 1,201 1,313
40 1,291 1,214 1,182 1,183 1,289
40 b 1,288 1,206 1,176 1,178 1,288
Tabela 7.9: Desvio relativo da temperatura no ponto me´dio (x = 0) para
HS daquele para potencial AI vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e frac¸a˜o molar de
equil´ıbrio C0 para U/v0 = 2.
(THS − TAI)/TAI(%)
δ C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,01 −0,06 −0,17 −0,12 −0,11 0,06
0,1 −0,24 −0,43 −0,55 −0,68 −0,18
1 −0,69 −1,10 −1,52 −1,73 −0,44
10 −0,74 −0,19 −0,02 −0,15 −0,44
20 −0,46 0,65 0,67 0,46 −0,23
40 −0,39 0,99 1,10 0,80 −0,23
Pode-se ver que na faixa de rarefac¸a˜o 1 ≤ δ ≤ 40 a diferenc¸a relativa pode
exceder 1% para alguns valores da frac¸a˜o molar C0. De acordo com a soluc¸a˜o
hidrodinaˆmica (7.8), a diferenc¸a em relac¸a˜o a este regime e´ determinada pelo
nu´mero de Prandtl que e´ maior para o modelo de HS do que para o potencial
de AI. Ao diminuir o paraˆmetro de rarefac¸a˜o, a contribuic¸a˜o de salto de
temperatura aumenta. Uma vez que o coeficiente de salto ζT para AI e´ maior
do que para o de HS, a temperatura para a AI torna-se maior do que aquela
para o HS ao diminuir δ. Para um ga´s u´nico, isto e´, C0 = 0 e 1, o nu´mero
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Figura 7.2: Perfis de velocidade para U/v0 = 2, C0 = 0,5 e va´rios δ.
de Prandtl Pr e´ fracamente afetado pelo potencial, enquanto o coeficiente de
salto ζT e´ o mesmo para ambos os potenciais, de modo que a temperatura e´
praticamente a mesma para ambos.
Perfil de Velocidade
Como sabemos, o perfil de velocidade para Couette e´ praticamente uma
linha reta. Nas figura 7.2 mostramos os perfis de velocidade para potencial
AI, U/v0 = 2, concentrac¸o˜es C0 = 0,5 e paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ = 0,01, 0,1;
1, 10, 20 e 40. A velocidade e´ praticamente nula para o regime de mole´culas
livres, enquanto sofre grande variac¸a˜o para o regime hidrodinaˆmico, de modo
que a inclinac¸a˜o do gra´fico para este e´ maior.
Frac¸a˜o molar
A frac¸a˜o molar na parede (x = H/2), ou seja, no seu ponto de afastamento
ma´ximo, e´ dada na Tabela 7.10.
Seu valor limite no regime hidrodinaˆmico Eq. (7.11) dado na u´ltima linha
difere dos resultados nume´ricos em δ = 40 por 0,1%. O desvio ma´ximo da
frac¸a˜o molar de seu valor de equil´ıbrio e´ observado em δ = 10. A relac¸a˜o
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Tabela 7.10: Frac¸a˜o molar C na parede (x = H/2) para o potencial AI vs




δ C0 = 0,25 0,5 0,75
0 0,2500 0,5000 0,7500
0,01 0,2498 0,4997 0,7496
0,1 0,2484 0,4979 0,7485
1 0,2424 0,4896 0,7419
10 0,2403 0,4872 0,7397
20 0,2418 0,4895 0,7405
40 0,2428 0,4900 0,7407
40 a 0,2431 0,4906 0,7410
(7.11) preveˆ que o desvio da frac¸a˜o molar de seu valor de equil´ıbrio e´ pro-
porcional ao coeficiente de raza˜o de termodifusa˜o kT que e´ significativamente
afetado pelo potencial. Uma vez que a magnitude kT de HS e´ maior do que
para o potencial AI, o desvio de C(H/2) de C0 para o modelo de HS e´ maior
do que o indicado na Tabela 7.10 para o potencial AI.
Entretanto, o valor da frac¸a˜o molar na parede C(H/2) e´ ligeiramente
menor para o potencial de HS em comparac¸a˜o com o potencial AI.
A diferenc¸a de C(H/2) para os dois potenciais atinge 2% para os valores
elevados do paraˆmetro de rarefac¸a˜o (δ ≥ 10). Para paraˆmetro de rarefac¸a˜o
pequeno δ ≤ 1, a diferenc¸a de C(H/2) para HS e AI na˜o excede a precisa˜o
nume´rica.
Uma distribuic¸a˜o t´ıpica de frac¸a˜o molar e´ mostrada na Figura 7.3.
Uma vez que o coeficiente de raza˜o de termodifusa˜o kT e´ negativo, o
gradiente de frac¸a˜o molar tem o mesmo sinal que a temperatura. E´ curioso
que os perfis de C(x) sa˜o praticamentes os mesmos nos regimes de transic¸a˜o
e hidrodinaˆmico, ou seja, na faixa de 1 ≤ δ ≤ 40. Perto do regime mole´cula
livre (δ =0,01), o perfil de C(x) e´ praticamente constante, ou seja, C(x) = C0.
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Figura 7.3: Perfil de frac¸a˜o molar para U/v0 = 2 e C0 = 0,5. Publicado
originalmente em [39].
7.2 Fluxo de calor entre duas placas paralelas
Transfereˆncia Plana de Calor e´ um problema similar ao do escoamento
plano de Couette. Agora pore´m ambas as placas esta˜o em repouso e uma
delas e´ mantida a uma temperatura T0 +∆T/2 e a outra a uma temperatura
T0−∆T/2. Devido a` essa diferenc¸a de temperatura, surge um fluxo de calor
da placa que esta´ em maior temperatura para a placa que esta´ em menor
temperatura.
Aqui e´ calculado q, em func¸a˜o dos paraˆmetros ∆T/T0, da frac¸a˜o molar
de equil´ıbrio C0 Eq. 2.4 e do paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ Eq. 2.6 para ambos
os potenciais HS e AI com erro nume´rico de menos de 0,5%. Ale´m disso,
os perfis de temperatura e frac¸a˜o molar foram relatados. A comparac¸a˜o dos
resultados com base nesses dois potenciais diferentes nos permite estudar a
influeˆncia destes potenciais sobre a transfereˆncia de calor atrave´s de uma
mistura.
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Tabela 7.11: I´ndice de viscosidade ω vs temperatura baseado nos dados de
[54].
ω
T1 (K) T2 (K) He Ne Ar Kr Xe
100,00 150,00 0,66 0,78 1,00 0,92 0,86
273,15 293,15 0,68 0,67 0,85 0,95 1,02
723,15 773,15 0,71 0,66 0,70 0,74 0,79
1173,15 1283,15 0,72 0,67 0,66 0,68 0,71
2723,15 3273,15 0,75 0,70 0,67 0,67 0,66
7.2.1 Limite hidrodinaˆmico
No regime hidrodinaˆmico (δ  1), a soluc¸a˜o baseia-se na equac¸a˜o de
Fourier 2.24. Com a lei de Fourier e tendo em mente a conservac¸a˜o de ener-
gia, temos que o gradiente de q e´ nulo e a equac¸a˜o para a distribuic¸a˜o de









A principal dificuldade para resolver esta equac¸a˜o e´ que o coeficiente κ e´
uma func¸a˜o tanto da temperatura T como da composic¸a˜o qu´ımica C da mis-
tura. O fato e´ que, em uma mistura na˜o-isote´rmica em repouso, um gradiente
de frac¸a˜o molar e´ estabelecido que e´ tambe´m uma func¸a˜o da temperatura e
frac¸a˜o molar locais. Assim, a distribuic¸a˜o da frac¸a˜o molar na˜o e´ conhecida
a priori, o que torna imposs´ıvel uma soluc¸a˜o anal´ıtica rigorosa da Eq.(7.21)
para mistura.
A contribuic¸a˜o dos termos na˜o-lineares para o fluxo de calor e temperatura
pode ser estimada para um u´nico ga´s. Aqui vamos nos restringir tambe´m a
uma aproximac¸a˜o assumindo que a dependeˆncia da condutividade te´rmica





Combinando as equac¸o˜es. (2.24) e (7.22), o fluxo de calor e´ obtido como
q′x = −κ0B. (7.23)
As constantes desconhecidas A e B sa˜o encontradas para a condic¸a˜o de con-
tinuidade da temperatura, ou seja,













θ = ∆T/2T0. (7.27)
A fim de avaliar a contribuic¸a˜o dos termos na˜o-lineares para a temperatura
e fluxo de calor, os coeficientes A e B sa˜o expandidos com relac¸a˜o a ∆T/T0












































onde o fluxo de calor q adimensional definido pela equac¸a˜o (3.1) foi utilizado,
Pr = cpµ0/κ0 e´ o nu´mero de Prandtl, e cp = 5kB/2m e´ o calor espec´ıfico a`
pressa˜o constante.
No caso da pequena diferenc¸a de temperatura (∆T/T0  1), a soluc¸a˜o
anal´ıtica do problema em questa˜o foi obtida anteriormente [77] para a condic¸a˜o















onde ζT e´ o coeficiente de salto de temperatura.
Os valores de Pr com base em ambos os potenciais HS e AI dados na
Tabela 7.3 para a mistura em considerac¸a˜o mostram que este paraˆmetro e´
sens´ıvel a` composic¸a˜o qu´ımica e ao potencial intermolecular. O coeficiente de
salto ζT obtido em [159,165] tanto para potencial de HS e potencial real´ıstico
(PR) e apresentado na Tabela 7.3, tambe´m e´ fortemente afetado pelo po-
tencial. Isso significa que, mesmo para a pequena diferenc¸a de temperatura
∆T/T0, o fluxo de calor dado pela Eq.(7.31) depende significativamente da
composic¸a˜o qu´ımica e e´ sens´ıvel ao potencial. A distribuic¸a˜o de temperatura
dada por (7.30) e´ afetada pelo potencial apenas atrave´s do coeficiente de salto
de temperatura, mas uma vez que a sua contribuic¸a˜o e´ pequena, a influeˆncia
do potencial sobre a distribuic¸a˜o de temperatura e´ fraca. No caso de grande
diferenc¸a de temperatura ∆T/T0, o fluxo de calor q dado por (7.29) e a distri-
buic¸a˜o de temperatura (7.28) sa˜o afetados pelo potencial tambe´m atrave´s do
ı´ndice de viscosidade ω. O valor calculado atrave´s dos dados emp´ıricos [54]
sa˜o apresentados na Tabela 7.3, enquanto o seu valor com base no potencial
de HS e´ sempre igual a 0,5. Assim, a influeˆncia do potencial sobre o fluxo
de calor e´ importante para qualquer diferenc¸a de temperatura e a mesma
influeˆncia e´ esperada em uma gama ampla do paraˆmetro de rarefac¸a˜o que se
estende desde o regime de transic¸a˜o ao hidrodinaˆmico.
7.2.2 Regime de mole´cula livre
No regime de mole´cula livre (δ → 0), o problema e´ facilmente resolvido
para reflexa˜o difusa nas paredes, veja por exemplo Ref. [13], e tambe´m [77].

















1 + θ +
√
1− θ , (7.32)
onde m e´ a massa me´dia definida por Eq.(2.3).
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1 + θ +
√
1− θ . (7.33)
A temperatura da mistura e´ dada como a me´dia geome´trica das tempe-




A frac¸a˜o molar neste regime e´ igual ao seu valor de equil´ıbrio C0.
De modo a estimar o desvio da soluc¸a˜o na˜o-linear (7.33) da linearizada,








































7.2.3 Regime de transic¸a˜o
O me´todo DSMC [13] baseado no potencial AI e´ aplicado. Aqui a mesma
mistura, ou seja, He-Ar, e´ considerada, de modo que todos os dados sobre o
potencial AI podem ser encontrados na Ref. [38].
Os ca´lculos foram realizados para o potencial HS tambe´m. Os diaˆmetros
moleculares d1 e d2 necessa´rios para este potencial foram extra´ıdos a partir
da expressa˜o exata da viscosidade para um ga´s u´nico de esferas r´ıgidas Eq.
7.10. Foram utilizadas somente quantidades adimensionais com os seguintes
dados de entrada: paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0,
diferenc¸a de temperatura relativa ∆T/T0. A viscosidade µ0 usada para cal-
cular o paraˆmetro de rarefac¸a˜o e´ dada na Tabela 7.3 tanto para HS como
para potencial AI. O esquema nume´rico aplicado ao problema em questa˜o
e´ exatamente o mesmo que o utilizado na Ref. [39], ou seja, o nu´mero de
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ce´lulas foi de 400, o nu´mero de part´ıculas modelo nu´mero foi 4 × 104, o in-
cremento de tempo ∆t =0,002 em unidades H/v0. Os aˆngulos de deflexa˜o
foram pre´-calculados para 900 valores do paraˆmetro de impacto distribu´ıdos
no intervalo de 0 a 3 unidades de distaˆncia d correspondentes ao zero do po-
tencial e 600 valores da energia cine´tica relativa variando de 0 a 600, onde
 e´ a profundidade do poc¸o de potencial. Tais paraˆmetros fornecem o erro
nume´rico inferior a 0,5%. A mesma matriz de aˆngulos de deflexa˜o obtida
uma vez para os ca´lculos apresentados anteriormente [38, 39] foi utilizada
no presente trabalho. Esta e´ uma grande vantagem do me´todo proposto na
Ref. [37], permitindo aplicar a mesma tabela de consulta para fluxos de gases
bem diferentes.
Dois valores de diferenc¸a de temperatura, ∆T/T0 =0,2 e 1,5 correspon-
dendo a`s razo˜es de temperatura
T0 +∆T/2T0
T0 −∆T/2T0 , (7.37)
de 1,22 e 7, respectivamente, foram escolhidos para os ca´lculos. Para o pri-
meiro valor da diferenc¸a de temperatura (∆T/T0 =0,2), as contribuic¸o˜es dos
termos na˜o-lineares para o fluxo de calor nos regimes hidrodinaˆmico (7.29)
e de mole´culas livres (7.35) sa˜o de cerca de 0,04% e 0,38%, respectivamente.
A influeˆncia do termo quadra´tico (∆T/T0)
2 na temperatura, veja equac¸o˜es
(7.36) e (7.28), na˜o excede 0,5%. Assim, os resultados para a diferenc¸a de
temperatura ∆T/T0 =0,2 correspondem a` soluc¸a˜o linear dentro da precisa˜o
de 0,5% assumida no presente trabalho. Para o segundo valor da diferenc¸a
de temperatura (∆T/T0 =1,5), um desvio em relac¸a˜o a` soluc¸a˜o linearizada
e´ esperado. Aqui, os mesmos valores da frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 foram
utilizados e o paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ utilizado foi 1, 10, 20, e 40.
No problema em questa˜o, o fluxo de calor q′x e´ calculado atrave´s da energia
cine´tica E das part´ıculas que atravessam uma a´rea A durante o tempo t, ou
seja, q′x = E/At. Nas simulac¸o˜es, o fluxo de calor foi calculado atrave´s
do plano que fica no meio (x = 0), isto e´, as energias cine´ticas de todas
as part´ıculas que atravessam o plano me´dio foram somadas com um sinal
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dependendo da direc¸a˜o de movimento e, em seguida, dividido pelo tempo
total t da simulac¸a˜o. A fim de reduzir a dispersa˜o estat´ıstica relativa do fluxo
de calor ate´ um valor significativamente menor do que a incerteza adotada
0,5%, o tempo de simulac¸a˜o t foi 5 × 104 e 104 em unidades de H/v0 para
∆T/T0 = 0,2 e 1,5, respectivamente. A temperatura local T da mistura e´
calculada atrave´s da sua definic¸a˜o, ou seja, a energia cine´tica me´dia de todas
as part´ıculas em cada ce´lula deve ser igual a (3/2)kBT . Durante a simulac¸a˜o,
foi feita a me´dia da energia cine´tica sobre todas as part´ıculas e ao longo
de todo o tempo da simulac¸a˜o. A frac¸a˜o molar local C foi calculada como
C = N1/(N1 + N2), onde Ni e´ o nu´mero de part´ıculas da espe´cie i em cada
ce´lula.
7.2.4 Resultados e discuso˜es
Fluxo de calor
Os valores nume´ricos do fluxo de calor adimensional q para o potencial
AI sa˜o apresentados nas tabela 7.12, 7.13 .
Tabela 7.12: Fluxo de calor adimensional q para potencial AI vs paraˆmetro
de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 e diferenc¸a de temperatura
∆T/T0 = 0,2.
a Eq.(7.33), b Eq.(7.31).
q
C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ
0 a 0,5621 0,7619 0,8669 0,8395 0,5621
0,01 0,5577 0,7570 0,8617 0,8345 0,5580
0,1 0,5294 0,7230 0,8254 0,7996 0,5321
1 0,3971 0,5495 0,6318 0,6139 0,4013
10 0,1347 0,1870 0,2175 0,2135 0,1357
20 0,07843 0,1088 0,1267 0,1248 0,07874
40 0,04266 0,05930 0,06926 0,06829 0,04284
40 b 0,04280 0,05949 0,06930 0,06842 0,04282
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Tabela 7.13: Fluxo de calor adimensional q para potencial AI vs paraˆmetro




C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ
0 a 0,4094 0,5550 0,6315 0,6115 0,4094
0,01 0,4076 0,5527 0,6291 0,6095 0,4080
0,1 0,3913 0,5308 0,6051 0,5878 0,3941
1 0,3046 0,4145 0,4764 0,4663 0,3094
10 0,1220 0,1699 0,1988 0,1962 0,1233
20 0,07355 0,1038 0,1222 0,1206 0,07441
40 0,04083 0,05799 0,06849 0,06774 0,04129
Os valores de q no regime de mole´cula livre (δ = 0) foram calculados a
partir da equac¸a˜o (7.33) e aqueles na u´ltima linha, foram calculados a partir
da equac¸a˜o (7.31) substituindo δ=40 e os valores de Pr e ζT apresentados
na Tabela 7.3 para AI e PR. A comparac¸a˜o dos dados nume´ricos de q para
δ=0,01 com os de δ=0 mostra que a diferenc¸a relativa na˜o excede 1%, ou
seja, tem a ordem do paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ. A diferenc¸a entre os dados
de DSMC para δ = 40 e ∆T/T0 =0,2 das calculadas a partir da equac¸a˜o
linearizada de Fourier (7.31) e´ inferior a 0,3%, ou seja, a discrepaˆncia entre
os resultados nume´ricos e soluc¸a˜o anal´ıtica na˜o excede o erro nume´rico.
A tabela 7.14 apresenta o desvio relativo do fluxo de calor q do potencial
de HS para o potencial AI.
Como esperado, a diferenc¸a entre os dados de mistura baseados nestes
dois potenciais e´ significativa no regime hidrodinaˆmico (δ  1) e atinge
8%. Ao mesmo tempo, os dados de ga´s u´nico (C0 = 0 e 1) na˜o diferem
significativamente. Isso se explica pelo fato do nu´mero de Prandtl para uma
mistura, ver Tabela 7.3, ser bastante sens´ıvel ao potencial, embora na˜o seja
afetado pelo potencial no caso de ga´s u´nico. A diferenc¸a relativa entre os
valores correspondentes aos diferentes potenciais diminui ao diminuirmos o
paraˆmetro de rarefac¸a˜o, quando as coliso˜es intermoleculares desaparecem.
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Tabela 7.14: Desvio relativo do fluxo de calor q para HS do para potencial
AI vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 e diferenc¸a de
temperatura ∆T/T0.
(qHS − qAI)/qAI (%)
C0 = 0 C0 =0,25 C0 =0,5 C0 =0,75 C0 =1
δ ∆TT0 = 0,2 1,5 0,2 1,5 0,2 1,5 0,2 1,5 0,2 1,5
0,01 0,21 0,28 0,10 0,20 0,11 0,16 0,10 0,45 0,16 0,20
0,1 0,92 1,4 0,35 1,0 0,20 0,90 0,30 0,83 0,41 0,68
1 2,1 3,3 -0,50 1,7 -0,79 1,5 -0,05 1,8 1,0 1,7
10 1,7 2,0 -5,3 -2,6 -6,1 -2,7 -3,5 -0,31 0,95 0,90
20 1,2 1,7 -6,7 -4,2 -7,4 -4,4 -4,4 -1,2 0,82 0,48
40 1,2 1,6 -7,4 -5,3 -8,1 -5,3 -5,0 -1,6 0,80 0,41
A fim de determinar a incerteza da equac¸a˜o modelo de McCormack [49]
aplicada a` transfereˆncia de calor, uma comparac¸a˜o entre o fluxo de calor
calculado na Ref. [77] baseado neste modelo com aquele aqui calculado para
o potencial de AI para ∆T/T0 = 0,2 e´ mostrada na Tabela 7.15.
Tabela 7.15: Desvio do modelo de McCormack (MC) para PR, veja Ref.
[77], daquele para potencial AI vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ, frac¸a˜o molar de
equil´ıbrio C0 para ∆T/T0 = 0,2.
(qMC − qAI)/qAI (%)
δ C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
0,01 0,55 0,47 0,44 0,44 0,49
0,1 1,1 0,60 0,42 0,43 0,57
1 0,76 -0,63 -1,0 -0,91 -0,28
10 0,08 -1,8 -2,4 -1,9 -0,62
20 -0,03 -1,8 -2,2 -1,7 -0,42
40 0,08 -1,9 -2,4 -1,8 -0,35
Note que de acordo com a Ref. [77], o fluxo de calor com base no modelo
de McCormack e´ afetado pelo potencial intermolecular, de modo que os dados
apresentados na Tabela 7.15 foram obtidos a partir deste modelo com o po-
tencial real´ıstico (PR). Como esperado, a diferenc¸a esta´ praticamente dentro
da incerteza nume´rica no caso de ga´s u´nico, isto e´, C0 = 0 e 1. No entanto,
para mistura, a diferenc¸a entre os dados obtidos a partir da equac¸a˜o modelo
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Figura 7.4: Temperatura T/T0 vs coordenada x para o potencial AI em
∆T/T0 = 1,5, C0 = 0,5. Publicado originalmente em [40].
e os baseados no me´todo DSMC excede o erro nume´rico e atinge 2,4%. Essa
discrepaˆncia e´ explicada pelo fato de que a equac¸a˜o de McCormack repro-
duz os coeficientes de transporte apenas em seu primeiro termo da expansa˜o
Sonine [3], enquanto os outros termos da expansa˜o modificam a condutivi-
dade te´rmica dentro de alguns pontos percentuais. Vale a pena notar que os
esforc¸os computacionais para resolver a equac¸a˜o cine´tica modelo sa˜o muito
menores do que aqueles para aplicar o me´todo da DSMC de modo que o mo-
delo de McCormack pode fornecer resultados confia´veis sobre a transfereˆncia
de calor dentro da incerteza de 2% com esforc¸o computacional modesto.
Distribuic¸a˜o de temperatura
Para o valor pequeno da diferenc¸a de temperatura (∆T/T0 = 0,2), o
perfil da temperatura T (x) e´ muito pro´ximo de uma linha reta e sempre
satisfaz a condic¸a˜o T (0) = T0. Sua inclinac¸a˜o varia suavemente de zero no
regime de mole´cula livre, ver Eq. (7.36), ao valor dT/dx = ∆T/H no regime
hidrodinaˆmico de acordo com a equac¸a˜o (7.28). O perfil de temperatura para
grande valor de diferenc¸a de temperatura ∆T/T = 1,5 e´ mais interessante e
vale a pena analisa´-lo em detalhes.
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Figura 7.5: Temperatura T/T0 vs coordenada x para potencial AI em
∆T/T0 = 0,2, C0 = 0,5.
Perfis de temperatura t´ıpicos T (x) para ∆T/T0 = 1,5 e C0 = 0,5 sa˜o
mostrados na Figura 7.4. Como pode ser visto, neste caso, os perfis sa˜o
diferentes de uma linha reta. Eles tambe´m na˜o sa˜o sime´tricos em torno de
T0. No limite hidrodinaˆmico (δ = 40) a temperatura T varia suavemente entre
o valor ligeiramente mais elevado do que da placa a` esquerda, isto e´, T/T0 =
0,25, para o valor um pouco mais baixo do que a da placa direita, ou seja,
T/T0 = 1,75. No regime de mole´cula livre (δ = 0,01), o perfil de temperatura
tende a seu valor constante dado pela Eq. (7.34), ou seja, T/T0 = 0,661.
Assim, na transic¸a˜o do regime hidrodinaˆmico para o de mole´cula livre, o
gradiente de temperatura diminui e desaparece.
Os valores da temperatura perto das superf´ıcies, ou seja, em x = ±H/2,
com base no potencial AI sa˜o apresentados na Tabela 7.16 para a diferenc¸a
de temperatura ∆T/T0 = 1,5.
Estes dados mostram que a temperatura e´ ligeiramente afetada pela com-
posic¸a˜o qu´ımica da mistura. Uma ana´lise dos dados nume´ricos para o poten-
cial de HS mostra que a distribuic¸a˜o de temperatura tambe´m e´ fracamente
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Tabela 7.16: Temperatura T/T0 nas paredes (x = ±H/2) para potencial AI
vs frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0 e paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ para ∆T/T0 = 1,5.
a Eq.(7.34). b Eq.(7.24)
T/T0
C0 = 0 0,25 0,5 0,75 1
δ x = −H2 H2 −H2 H2 −H2 H2 −H2 H2 −H2 H2
0. a 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661 0,661
0,01 0,656 0,669 0,657 0,669 0,639 0,689 0,657 0,668 0,657 0,668
0,1 0,571 0,788 0,575 0,781 0,579 0,774 0,583 0,768 0,584 0,774
1 0,442 1,09 0,446 1,07 0,451 1,05 0,456 1,04 0,458 1,07
10 0,320 1,55 0,322 1,55 0,324 1,55 0,326 1,54 0,324 1,54
20 0,297 1,64 0,298 1,64 0,300 1,63 0,301 1,63 0,298 1,63
40 0,280 1,69 0,282 1,69 0,283 1,69 0,283 1,68 0,280 1,68
40 b 0,250 1,75 0,250 1,75 0,250 1,75 0,250 1,75 0,250 1,75
afetada pelo potencial molecular mesmo para o grande valor de diferenc¸a de
temperatura.
Frac¸a˜o molar
A frac¸a˜o molar em uma mistura na˜o-isote´rmica na˜o e´ uniforme por causa
do fenoˆmeno de termodifusa˜o. Distribuic¸o˜es de frac¸o˜es molares t´ıpicas para
o valor maior de diferenc¸a de temperatura ∆T/T0 = 1,5 sa˜o mostrados nas
Figuras 7.6, 7.7, 7.8.
Uma vez que a taxa de difusa˜o te´rmica kT e´ negativa, o gradiente de frac¸a˜o
molar tem o mesmo sinal que o da temperatura. Fisicamente, isso significa
que a frac¸a˜o molar de espe´cies gasosas leves e´ maior perto da parede mais
quente do que perto da mais fria. O gradiente de frac¸a˜o molar desaparece ao
diminuir o paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ. Os valores nume´ricos da frac¸a˜o molar
perto das superf´ıcies (x = ±H/2) sa˜o apresentados na Tabela 7.17 em func¸a˜o
do paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e da frac¸a˜o molar de equil´ıbrio C0.
Para todos os valores de C0, o desvio de C(±H/2) a partir de C0 aumenta
com o aumento do paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ e tende a um valor constante no
limite δ →∞.
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Figura 7.6: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potencial AI para ∆T/T0 =
1,5, C0 = 0,5. Publicado originalmente em [40].
Figura 7.7: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potencial AI para ∆T/T0 =
1,5, C0 = 0,25.
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Figura 7.8: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potencial AI para ∆T/T0 =
1,5, C0 = 0,75.
De acordo com os trabalhos [38,39], a difusa˜o te´rmica kT determinante da
distribuic¸a˜o da frac¸a˜o molar e´ muito sens´ıvel ao potencial intermolecular, ver
Tabela 7.3, de modo que a variac¸a˜o na composic¸a˜o qu´ımica entre as placas e´
fortemente afetada pelo potencial. As Figuras de 7.9 ate´ 7.14 mostram uma
comparac¸a˜o da distribuic¸a˜o da frac¸a˜o molar C(x) para o potencial AI com
aquela para o potencial de HS no caso ∆T/T0 = 1,5.
De acordo com a Tabela 7.3, kT para HS e´ maior do que para o potencial
AI, enta˜o o gradiente correspondente de C(x) para HS tambe´m e´ maior. As-
sim, se algue´m esta´ interessado em resultados confia´veis sobre a distribuic¸a˜o
de espe´cies em uma mistura na˜o isote´rmica, um potencial de confianc¸a, por
exemplo, AI ou LJ, tem de ser usado em vez de HS.
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Figura 7.9: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,5 e δ = 40. Publicado originalmente em [40].
Figura 7.10: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,75 e δ = 40.
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Tabela 7.17: Frac¸a˜o molar C nas paredes (x = ±H/2) para potencial AI vs
seu valor de equil´ıbrio C0 e paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ para ∆T/T0 = 1,5.
C(±H/2)
C0 = 0,25 C0 = 0,5 C0 = 0,75
δ x = −H2 H2 −H2 H2 −H2 H2
0 0,25 0,25 0,50 0,50 0,75 0,75
0,01 0,249 0,251 0,495 0,505 0,749 0,751
0,1 0,238 0,260 0,482 0,515 0,734 0,763
1 0,220 0,271 0,457 0,533 0,712 0,779
10 0,204 0,283 0,424 0,553 0,674 0,800
20 0,199 0,287 0,415 0,559 0,664 0,805
40 0,197 0,290 0,410 0,563 0,659 0,808
Figura 7.11: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,25 e δ = 40.
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Figura 7.12: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,5 e δ = 0,01.
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Figura 7.13: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,75 e δ = 0,01.
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Figura 7.14: Frac¸a˜o molar C vs coordenada x para potenciais AI e HS para
∆T/T0 =1,5, C0 =0,25 e δ = 0,01.
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Cap´ıtulo 8
Fluxo de ga´s rarefeito
atrave´s de orif´ıcio
8.1 Paraˆmetros da simulac¸a˜o
A soluc¸a˜o do escoamento atrave´s de orif´ıcio, vide Figura 3.3, e´, em princ´ıpio,
tambe´m determinada pela lei de interac¸a˜o ga´s-superf´ıcie. Como foi mostrado
nas Refs. [125,167], a influeˆncia deste fator sobre as taxas para fenda e orif´ıcio
e´ desprez´ıvel, de modo que a reflexa˜o difusa de part´ıculas gasosas nas paredes
diviso´rias e´ assumida.
A origem do sistema de refereˆncia e´ fixada no centro do orif´ıcio de raio
a, como e´ mostrado na Figura 8.1. Nesta figura o or´ıficio (apenas a parte
superior) e´ visto de lado. A linha mais escura corresponde a` partic¸a˜o.
O domı´nio computacional se estende na regia˜o 0 ≤ r ≤ R e −L ≤ x ≤ L,
onde r =
√
y2 + z2 e´ a coordenada radial. Os tamanhos R e L do domı´nio
computacional sa˜o iguais a 10a. A grade computacional axi-sime´trica e´ es-
truturada com ce´lulas na˜o uniformes de treˆs tamanhos diferentes, vide Figura
8.1. Esta malha de treˆs n´ıveis e´ necessa´ria, a fim de capturar os ı´ngremes
gradientes macrosco´picos perto da borda do orif´ıcio com um esforc¸o compu-
tacional razoa´vel. O tamanho das ce´lulas maiores e´ a/20 e das menores e´ de
a/80 e o nu´mero total de ce´lulas e´ 84800.
Para proporcionar uma distribuic¸a˜o mais uniforme de part´ıculas modelo
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Figura 8.1: Grade nume´rica e coordenadas. Publicado originalmente em [41].
sobre o domı´nio computacional, dez zonas de ponderac¸a˜o radiais foram in-
troduzidas. Ale´m disso, va´rias zonas longitudinais de ponderac¸a˜o foram in-
troduzidas. Os nu´meros de tais zonas variaram de dois a cinco, dependendo
da relac¸a˜o de pressa˜o p1/p0. Essas zonas equivalem a uma representac¸a˜o FN
diferente numa dada regia˜o, de modo a termos uma maior precisa˜o nume´rica
num determinado ponto de maior interesse, e tambe´m para reduzir a variac¸a˜o
do nu´mero de part´ıculas modelo por ce´lula, devido a` variac¸a˜o muito alta de
densidade.
Em cada passo de tempo ∆t, o nu´mero de pares a serem selecionados para
coliso˜es intermoleculares em cada ce´lula e´ calculado como
Ncoll = Np(Np − 1)FNσtvm∆t/(2Vc), (8.1)
onde Np e´ o nu´mero de mole´culas na ce´lula, Fn e´ o nu´mero de part´ıculas
gasosas reais representados por uma part´ıcula modelo, vm e´ a velocidade
relativa ma´xima entre duas part´ıculas, σt e´ a sec¸a˜o de choque total de colisa˜o
das part´ıculas, e VC e´ o volume da ce´lula. Cada par selecionado e´ aceito para
uma colisa˜o se v/vm > Rf , onde v e´ a sua velocidade relativa e Rf e´ um
nu´mero aleato´rio que varia de 0 a 1. Note que na presente te´cnica, a sec¸a˜o
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de choque total σt e´ constante.
Os ca´lculos em termos de quantidades adimensionais sa˜o mais vantajosos
porque na˜o requerem a especificac¸a˜o do raio a do orif´ıcio e da pressa˜o do ga´s
p0, mas sim o paraˆmetro de rarefac¸a˜o (3.3) que e´ utilizado como um paraˆmetro
de entrada. Assim, no presente trabalho, o raio a e´ usado como unidade de
comprimento, a velocidade mais prova´vel v0 e´ a unidade de velocidade e
a raza˜o a/v0 a unidade de tempo. A viscosidade adimensional tambe´m e´
apresentada de acordo com [64] como
µ˜ = µr20/mv0. (8.2)
Enta˜o a expressa˜o (8.1) pode ser escrita na forma adimensional
Ncoll = (Np/N0p)(Np − 1)(σt/r20)(vm∆t/a)δµ˜, (8.3)
onde N0p e´ o nu´mero de part´ıculas na ce´lula correspondente ao estado de
equil´ıbrio do ga´s. A quantidade r0 significa o ponto zero de U(r) para o
potencial AI e o diaˆmetro molecular para o modelo de HS.
Como foi mostrado na Ref. [64], a viscosidade reduzida para o modelo de
HS e´ dada pela constante µ˜ =0,126668. Uma vez que a sec¸a˜o de choque total
e´ tambe´m constante, isto e´, σt = pir
2
0, a quantidade Ncoll e´ independente da
temperatura, de modo a que a simulac¸a˜o do ga´s de HS na˜o exige especificar
a temperatura do ga´s T0 nem o diaˆmetro das mole´culas.
A fim de calcular o paraˆmetro de rarefac¸a˜o no caso do potencial AI, a
viscosidade para uma dada temperatura de refereˆncia, no nosso caso 300 K,
deve ser conhecida. Para He e Ar, a viscosidade foi calculada no cap´ıtulo 6 e
comparada com outros dados dispon´ıveis na literatura. A viscosidade de Kr
foi calculada adicionalmente pela te´cnica DSMC com a precisa˜o de 0,1%. A
sec¸a˜o de choque total σt e´ calculada por meio do paraˆmetro de corte bm, ou
seja, σt = pib
2
m.
O nu´mero de part´ıculas modelo utilizado oscila perto de 30 milho˜es, ou
seja, ha´ mais de treˆs centenas de part´ıculas modelo em cada ce´lula. O tempo
avanc¸a em passos discretos de magnitude ∆t igual a 0, 005a/v0. O nu´mero
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de passos de tempo foi suficientemente alto para que a dispersa˜o estat´ıstica
fosse menor que o erro nume´rico. Essa dispersa˜o cresce, aumentando a raza˜o
de pressa˜o p1/p0. Nos ca´lculos presentes, o nu´mero de passos foi 10
5, 2 ×
105, 4 × 105 e 106 para p1/p0 = 0, 1, 0,3, 0,5 e 0,7, respectivamente. Estes
nu´meros, que foram determinados atrave´s de va´rios testes de lanc¸amento de
processos com diferentes sementes, garantem a exatida˜o de 0,5% para o fluxo
de massa. As propriedades dos gases e os paraˆmetros da matriz de deflexa˜o
sa˜o apresentados na tabela 8.1.
Tabela 8.1: Propriedades dos gases e paraˆmetros da matriz de deflexa˜o.
Ga´s T0(K) µ(µPa s) µ˜ T
∗ Em bm/r0 Ne Nb
He 300 19,91 0,1884 28,2 600 2 600 600
Ar 300 22,68 0,1101 2,15 50 3 600 900
Kr 50 4,987 0,04633 0,251 8 3 600 900
Kr 300 25,41 0,09637 1,50 40 3 600 900
Kr 2000 105,8 0,1554 10,0 300 3 600 900
8.2 Resultados e discusso˜es
Os ca´lculos foram realizados para va´rios valores do paraˆmetro de rarefac¸a˜o
δ entre 0,05 e 100, de modo que toda a gama da rarefac¸a˜o do ga´s e´ coberta,
incluindo os regimes de quase mole´culas livres (δ =0,05), de transic¸a˜o (δ ∼1)
e hidrodinaˆmico (δ = 100). Na maioria dos casos, a u´nica temperatura de
equil´ıbrio T0 = 300 K foi fixada. A fim de estudar a influeˆncia da temperatura
do ga´s, dois valores adicionais, a saber, T0 = 50 K e T0 = 2000 K foram
considerados para o Kr no caso p1/p0 =0,7.
Quatro valores da raza˜o de pressa˜o p1/p0 foram escolhidos, a saber, 0,1,
0,3, 0,5, e 0,7. O primeiro valor, 0,1, corresponde ao regime de onda de
choque, ou seja, uma reduc¸a˜o de p1 na˜o ira´ alterar a taxa de fluxo. O valor
p1/p0 =0,5 e´ cr´ıtico, isto e´, um aumento de p1 conduzira´ a uma diminuic¸a˜o da
taxa de fluxo. O quarto valor p1/p0 =0,7 corresponde a uma pequena queda
de pressa˜o relativa. Assim, o comportamento da taxa de fluxo e do campo
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de escoamento variam qualitativamente atrave´s do aumento da raza˜o p1/p0
de 0,1 a 0,7. Os valores nume´ricos de W sa˜o dados nas Tabelas 8.2, 8.3, 8.4
e 8.5 para as razo˜es de pressa˜o p1/p0= 0,1; 0,3; 0,5, e 0,7, respectivamente.
Tabela 8.2: Taxa de fluxo reduzida W para p1/p0 =0,1.
W
HS He Ar Kr
δ 300 K 300 K 300 K
0 0,9 0,9 0,9 0,9
0,05 0,9038 0,9069 0,9065 0,9056
0,1 0,9109 0,9148 0,9141 0,9149
0,2 0,9261 0,9292 0,9306 0,9302
0,5 0,9703 0,9727 0,9742 0,9747
1,0 1,0349 1,0369 1,0384 1,0397
2,0 1,1415 1,1425 1,1448 1,1458
5,0 1,3281 1,3268 1,3269 1,3266
10 1,4390 1,4371 1,4357 1,4350
20 1,4994 1,4966 1,4946 1,4945
50 1,5267 1,5248 1,5229 1,5221
100 1,5282 1,5273 1,5260 1,5262
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Tabela 8.3: Taxa de fluxo reduzida W para p1/p0 =0,3.
W
HS He Ar Kr
δ 300 K 300 K 300 K
0 0,7 0,7 0,7 0,7
0,05 0,7046 0,7068 0,7059 0,7068
0,1 0,7104 0,7136 0,7140 0,7149
0,2 0,7241 0,7283 0,7279 0,7287
0,4 0,7529 0,7559 0,7568 0,7576
0,5 0,7670 0,7695 0,7709 0,7714
0,6 0,7802 0,7824 0,7845 0,7851
1 0,8319 0,8354 0,8371 0,8384
2 0,9511 0,9540 0,9570 0,9580
5 1,1961 1,1987 1,1999 1,1998
10 1,3522 1,3515 1,3504 1,3505
20 1,4292 1,4291 1,4282 1,4276
50 1,4678 1,4683 1,4682 1,4658
100 1,4743 1,4760 1,4730 1,4741
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Tabela 8.4: Taxa de fluxo reduzida W para p1/p0 =0,5.
W
HS He Ar Kr
δ 300 K 300 K 300 K
0 0,5 0,5 0,5 0,5
0,05 0,5036 0,5045 0,5050 0,5046
0,1 0,5086 0,5115 0,5117 0,5117
0,2 0,5205 0,5232 0,5242 0,5243
0,3 0,5336 0,5347 0,5360 0,5360
0,4 0,5445 0,5463 0,5478 0,5490
0,5 0,5566 0,5582 0,5599 0,5600
0,6 0,5679 0,5697 0,5711 0,5723
0,8 0,5905 0,5930 0,5945 0,5960
1 0,6131 0,6161 0,6179 0,6197
2 0,7238 0,7276 0,7304 0,7314
5 0,9921 0,9960 0,9978 0,9981
10 1,1932 1,1932 1,1935 1,1931
20 1,2910 1,2915 1,2907 1,2917
50 1,3413 1,3412 1,3401 1,3415
100 1,3474 1,3500 1,3492 1,3504
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Tabela 8.5: Taxa de fluxo reduzida W para p1/p0 =0,7.
W
δ HS He Ar Kr
300 K 300 K 50 K 300 K 2000 K
0 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3 0,3
0,05 0,3020 0,3034 0,3039 0,3033 0,3033 0,3035
0,1 0,3052 0,3069 0,3077 0,3077 0,3079 0,3074
0,2 0,3134 0,3155 0,3161 0,3158 0,3164 0,3159
0,5 0,3385 0,3400 0,3410 0,3403 0,3416 0,3402
1 0,3787 0,3807 0,3824 0,3817 0,3831 0,3804
2 0,4594 0,4623 0,4646 0,4634 0,4657 0,4615
3 0,5396 0,5428 0,5447 0,5435 0,5463 0,5417
5 0,6862 0,6900 0,6920 0,6894 0,6921 0,6888
10 0,9170 0,9182 0,9188 0,9177 0,9190 0,9182
20 1,0427 1,0431 1,0431 1,0431 1,0433 1,0423
50 1,1050 1,1058 1,1047 1,1039 1,1068 1,1039
100 1,1177 1,1173 1,1168 1,1167 1,1178 1,1167
Para analisar a influeˆncia do potencial intermolecular, os desvios da taxa
de fluxo com base no potencial AI WAI na temperatura T0 = 300 K daquele
com base no modelo de HS WHS e´ plotado na Figura 8.2.
Pode ser visto que, para os elevados valores do paraˆmetro de rarefac¸a˜o
(δ ≥ 10) o desvio e´ sempre menor do que 0,5%, ou seja, sem influeˆncia
do potencial dentro da precisa˜o nume´rica. O maior desvio e´ observado no
intervalo 0,1 ≤ δ ≤ 5 em que e´ sempre positivo, ou seja, a taxa de fluxo para
o potencial AI e´ maior do que aquele para o modelo de HS. A magnitude
do desvio depende da raza˜o de presso˜es p1/p0. Para o fluxo em regime de
onda de choque, ou seja, p1/p0 =0,1, o desvio na˜o excede 0,5%, mas e´ perto
desse valor. Para a raza˜o de presso˜es p1/p0 =0,3, o desvio excede a precisa˜o
nume´rica de 0,5% para Ar e Kr. Para a raza˜o p1/p0 = 0, 5 e 0,7, o desvio e´
significativo novamente para Ar e Kr e atinge o valor de 1,3%. O desvio para
o ga´s mais leve, isto e´, He, na˜o excede 0,66% e e´ sempre menor do que para
os outros gases, Ar e Kr.
A fim de comparar a diferenc¸a da taxa de fluxo para as diferentes espe´cies
112
Figura 8.2: Desvio relativo (WAI−WHS)/WHS da taxa de fluxo WAI baseada no
potencial AI e para T0 = 300 K do WHS baseado no modelo HS vs paraˆmetro
de rarefac¸a˜o δ: (a) p1/p0 =0,1; (b) p1/p0 =0,3; (c) p1/p0 = 0,5; (d) p1/p0 =
0,7. Publicado originalmente em [41].
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Figura 8.3: Desvio relativo (WHe − WKr)/WKr da taxa de fluxo baseado no
potencial AI para o He´lio WHe do para o Criptoˆnio WKr vs paraˆmetro de
rarefac¸a˜o δ para T0 = 300 K. Publicado originalmente em [41].
de ga´s, o desvio da taxa de fluxo de He para Kr e´ plotado na Figura 8.3.
Para os valores de raza˜o de pressa˜o pequenos, ou seja, p1/p0= 0,1 e 0,3,
o desvio na˜o excede a precisa˜o nume´rica de 0,5%, enquanto que para os
grandes valores, ou seja, p1/p0 =0,5 e 0,7, o desvio e´ maior do que 0,5% e
atinge 0,7%. A partir dos dados da temperatura fixada T0 = 300 K, pode-se
concluir que a influeˆncia do potencial e´ maior para os gases com as menores
temperaturas reduzidas T ∗, como o caso de Kr. A fim de estudar a influeˆncia
da temperatura do ga´s na taxa de fluxo, ca´lculos adicionais foram realizados
para o ga´s Kr para T0 = 50 K e 2000 K. A Figura 8.4 mostra uma comparac¸a˜o
destes dados com os dados nume´ricos em T0 = 300 K.
Os desvios para ambos T0 = 50 K e 2000 K sa˜o negativos, isto e´, a
dependeˆncia da taxa de fluxo W com a temperatura na˜o e´ mono´tona, mas
para temperaturas baixas (50 K) e altas (2000 K) e´ menor do que para a
temperatura intermedia´ria (300 K). O desvio atinge o valor de −0,9% em
δ = 2 para T0 = 2000 K. Assim, a influeˆncia do potencial sobre a taxa de
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Figura 8.4: Desvio relativo (W −W300)/W300 da taxa de fluxo baseada no
potencial AI para criptoˆnio W para T0 = 50 K e 2000 K do W300 correspon-
dente a T0 = 300 K vs paraˆmetro de rarefac¸a˜o δ para p1/p0 = 0,7. Publicado
originalmente em [41].
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fluxo nem sempre aumenta diminuindo a temperatura reduzida.
Os casos mais interessantes para a comparac¸a˜o dos campos de escoamento
sa˜o aqueles com o disco de Mach, ou seja, quando δ = 100 e p1/p0 = 0,1 e 0,3
apresentados nas Figuras 8.5 e 8.6, respectivamente. Discos de Mach sa˜o uma
formac¸a˜o de ondas estaciona´rias que surgem em escoamentos supersoˆnicos.
Ambas as figuras mostram que as posic¸o˜es dos discos de Mach na˜o sa˜o afe-
tadas pelo potencial intermolecular, enquanto que a sua intensidade e´ sens´ıvel
ao potencial. As variac¸o˜es da densidade n/n0, temperatura T/T0 e velocidade
hidrodinaˆmica ux/v0 nos discos e a espessura do disco, ou seja, a distaˆncia
entre os valores mı´nimo e ma´ximo de densidade, sa˜o dadas na Tabela 8.6.
Outros casos sa˜o mostrados nas figuras 8.7, 8.8, 8.9, pore´m nestes na˜o ha´
ondas de choque. Uma das figuras, temperatura para δ = 0,1, mostra grande
dispersa˜o estat´ıstica.
Tabela 8.6: Alcance de variac¸a˜o de densidade n/n0, temperatura T/T0 e
velocidade hidrodinaˆmica ux/v0 no primeiro disco de Mach e sua espessura
d/a
HS Kr, 300 K
p1/p0 = 0,1
n/n0 0,0711 a 0,304 0,0574 a 0,326
T/T0 0,191 a 0,731 0,163 a 0,794
ux/v0 1,42 a 0,824 1,45 a 0,713
d/a 1,35 1,05
p1/p0 = 0,3
n/n0 0,369 a 0,552 0,365 a 0,566
T/T0 0,527 a 0,699 0,519 a 0,703
ux/v0 1,09 a 0,874 1,10 a 0,863
d/a 0,80 0,80
Mostra-se que as variac¸o˜es para pequena raza˜o de presso˜es p1/p0 =0,1 sa˜o
bastante diferentes para HS e Kr, enquanto sa˜o semelhantes em p1/p0 =0,3.
A espessura do disco para Kr e´ 30% menor do que aquele para o modelo de HS
para p1/p0 =0,1. As espessuras sa˜o as mesmas para ambos HS e potenciais
AI em p1/p0 =0,3.
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Figura 8.5: Distribuic¸o˜es de densidade n/n0, temperatura T/T0 e velocidade
hidrodinaˆmica ux/v0 ao longo do eixo (r = 0) para δ = 100 e p1/p0 =0,1. As
distribuic¸o˜es para He e Kr correspondem a T0 = 300 K. Publicado original-
mente em [41].
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Figura 8.6: Distribuic¸o˜es de densidade n/n0, temperatura T/T0 e velocidade
hidrodinaˆmica ux/v0 ao longo do eixo (r = 0) para δ = 100 e p1/p0 =0,3. As
distribuic¸o˜es para He e Kr correspondem a T0 = 300 K. Publicado original-
mente em [41].
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Figura 8.7: Distribuic¸o˜es de densidade n/n0, temperatura T/T0 e velocidade
hidrodinaˆmica ux/v0 ao longo do eixo (r = 0) para δ = 100 e p1/p0 =0,5. As
distribuic¸o˜es para He e Kr correspondem a T0 = 300 K.
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Figura 8.8: Distribuic¸o˜es de densidade n/n0, temperatura T/T0 e velocidade
hidrodinaˆmica ux/v0 ao longo do eixo (r = 0) para δ = 100 e p1/p0 =0,7. As
distribuic¸o˜es para He e Kr correspondem a T0 = 300 K.
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Figura 8.9: Distribuic¸o˜es de densidade n/n0 e velocidade hidrodinaˆmica ux/v0
ao longo do eixo (r = 0) para δ = 0,1 e p1/p0 =0,5. As distribuic¸o˜es para He





Um esquema simples para implementar um potencial intermolecular ar-
bitra´rio no me´todo DSMC foi proposto. Este esquema consiste basicamente
no uso de uma tabela pre´-calculada onde temos o aˆngulo de deflexa˜o em ter-
mos da energia relativa e do paraˆmetro de impacto. Para avaliar o esforc¸o
computacional desse esquema, dois problemas de refereˆncia foram resolvidos
empregando o potencial de LJ. Uma comparac¸a˜o dos resultados nume´ricos
com as soluc¸o˜es anal´ıticas correspondentes mostrou uma boa concordaˆncia.
O tempo de CPU do novo esquema e´ apenas ligeiramente superior ao do mo-
delo de esferas r´ıgidas. Se o aˆngulo de deflexa˜o e´ calculado para cada colisa˜o,
o tempo de processamento que fornece os mesmos resultados aumenta em
duas ordens de grandeza. Ja´ que dados confia´veis sobre o potencial inter-
molecular esta˜o dispon´ıveis na literatura, um emprego do esquema proposto
dispensa o uso de modelos amplamente utilizados como o de esferas r´ıgidas
varia´veis, esfera mole varia´vel e qualquer outro modelo similar.
9.2 Potencial ab initio
Potenciais AI foram implementados na DSMC. Tal implementac¸a˜o nos
permite calcular fluxos de ga´s em qualquer rarefac¸a˜o AI, ou seja, na˜o e´
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necessa´rio nenhum paraˆmetro extra´ıdo de dados experimentais. A imple-
mentac¸a˜o do potencial AI requer praticamente o mesmo esforc¸o computacio-
nal do que a aplicac¸a˜o dos modelos moleculares amplamente utilizadas, tais
como esferas r´ıgidas, esfera r´ıgida varia´vel, esfera mole varia´vel, etc. Assim,
se os potenciais AI de um ga´s espec´ıfico ou para uma mistura espec´ıfica sa˜o
conhecidos, outros modelos de potencial podem ser dispensados. Como um
exemplo da implementac¸a˜o, a viscosidade e a condutividade te´rmica foram
calculadas com a incerteza de 0,5% para uma mistura de he´lio e argoˆnio.
Incerteza menor que esta na˜o teria sentido uma vez que conforme mostrado
por Benites, 2015 [dissertac¸a˜o de mestrado], [163], a imprecisa˜o do pro´prio
potencial e´ da ordem de 0,6%, bem como a influeˆncia de efeitos quaˆnticos
e´ da ordem de 0,5%. A viscosidade e a condutividade te´rmica foram calcu-
ladas com uma precisa˜o mais elevada do que a do artigo publicado anteri-
ormente [66] com base no me´todo de Chapman-Enskog aplicando o mesmo
potencial. Os resultados nume´ricos relatados podem ser utilizados para veri-
ficac¸a˜o de equac¸o˜es cine´ticas modelo e novos me´todos para resolver a equac¸a˜o
de Boltzmann. Digno de nota e´ que Benites, 2015, obteve resultados que
coincidem com os nossos, dentro da precisa˜o nume´rica, e com um me´todo
totalmente diferente e mais complexo.
9.3 Couette e Transfereˆncia de Calor
9.3.1 Couette
O escoamento plano de Couette de uma mistura de He-Ar foi calculado
pelo me´todo da DSMC baseado no potencial AI e tambe´m no modelo de
esfera r´ıgida. Os ca´lculos foram efetuados para velocidades de parede pequena
e grande com o erro nume´rico do tensor de cisalhamento menor que 0,5%.
Soluc¸o˜es anal´ıticas foram obtidas nos limites hidrodinaˆmico e de mole´culas
livres. Os dados nume´ricos juntamente com as soluc¸o˜es anal´ıticas cobrem
toda a gama da rarefac¸a˜o do ga´s.
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Uma comparac¸a˜o do tensor de cisalhamento calculado para o potencial AI
e para o de esferas r´ıgidas mostrou que para pequena velocidade da parede a
influeˆncia do potencial intermolecular e´ dentro de 1% no regime de transic¸a˜o,
enquanto no hidrodinaˆmico e perto do regime de mole´culas livres a influeˆncia
na˜o excede o erro nume´rico. Para a velocidade da parede grande, o tensor
de cisalhamento e´ afetado pelo potencial muito mais fortemente, isto e´, no
regime hidrodinaˆmico a diferenc¸a entre os resultados obtidos com base nos
diferentes potenciais atinge 6%.
Para verificar a confiabilidade da equac¸a˜o modelo de McCormack, uma
comparac¸a˜o entre os resultados obtidos no artigo [97] utilizando este modelo
com os resultados deste trabalho foi realizada o valor da velocidade da parede
pequeno. Verificou-se que a diferenc¸a e´ de cerca de 1% no regime de transic¸a˜o.
Assim, se a velocidade da parede e´ pequena a equac¸a˜o do modelo McCormack
fornece resultados confia´veis dentro da incerteza de 1%. Tal conclusa˜o e´
importante porque uma soluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o modelo MC requer
esforc¸o computacional bastante modesto em comparac¸a˜o com uma soluc¸a˜o
nume´rica da equac¸a˜o de Boltzmann ou com aplicac¸o˜es do me´todo DSMC.
O gradiente de velocidade no ponto me´dio do intervalo para o potencial
AI e´ tabelado e comparado com o do modelo de HS. A diferenc¸a relativa do
gradiente para estes dois potenciais atinge 4% para a velocidade de parede
maior e para a faixa do paraˆmetro de rarefac¸a˜o 0, 1 ≤ δ ≤ 40. Perto do
regime de mole´culas livres (δ = 0, 01), o gradiente de velocidade e´ muito
pequeno.
A distribuic¸a˜o de temperatura para o valor mais elevado de velocidade
da parede e´ apresentada graficamente e o seu valor no ponto me´dio para o
potencial AI e´ tabelado. Uma comparac¸a˜o destes valores com aqueles obti-
dos para o modelo de HS mostra que a diferenc¸a chega a 2% no regime de
transic¸a˜o.
Foi apontado que a frac¸a˜o molar nos regimes de transic¸a˜o e hidrodinaˆmico
desvia de seu valor de equil´ıbrio. O grau do desvio e´ significativamente afe-
tado pelo potencial intermolecular, mas o valor absoluto da frac¸a˜o molar varia
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dentro de 2% ao substituir o potencial AI pelo de HS.
Os dados apresentados podem ser utilizados como refereˆncia para novos
me´todos de DGR e equac¸o˜es cine´ticas modelo.
9.3.2 Transfereˆncia de calor
A transfereˆncia de calor plana por meio de uma mistura He-Ar foi cal-
culada pelo me´todo da DSMC baseado no potencial AI e tambe´m para o
modelo molecular de esfera r´ıgida. Os ca´lculos foram realizados para peque-
nos e grandes valores da diferenc¸a de temperatura ao longo de uma vasta
gama de valores de rarefac¸a˜o do ga´s com erro nume´rico do fluxo de calor
inferior a 0,5%. Soluc¸o˜es anal´ıticas foram obtidas nos limites hidrodinaˆmico
e de moleculas livres.
Uma comparac¸a˜o do fluxo de calor calculado para o potencial AI e para
esferas r´ıgidas mostrou que a influeˆncia do potencial intermolecular e´ signifi-
cativa, ou seja, cerca de 8% para ambas, a pequena e a grande diferenc¸a de
temperatura.
Para verificar a confiabilidade da equac¸a˜o modelo de McCormack, uma
comparac¸a˜o entre os resultados obtidos no artigo [77] usando este modelo
com os resultados deste trabalho foi realizada para um valor da diferenc¸a de
temperatura pequeno. Verificou-se que a diferenc¸a e´ de cerca de 2% no regime
hidrodinaˆmico. Assim, se a diferenc¸a de temperatura e´ pequena a equac¸a˜o
do modelo McCormack fornece resultados confia´veis dentro da incerteza de
2%. Tal conclusa˜o e´ importante porque uma soluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o
modelo requer esforc¸o computacional bastante modesto em comparac¸a˜o com
uma soluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o de Boltzmann ou uma aplicac¸a˜o do me´todo
DSMC.
O perfil de temperatura e´ apresentado graficamente e os seus valores
nas superf´ıcies sa˜o tabulados para uma grande diferenc¸a de temperatura.
Verificou-se que o perfil de temperatura e´ fracamente afetado pela composic¸a˜o
qu´ımica e potencial intermolecular.
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O perfil de frac¸a˜o molar tambe´m e´ apresentado de forma gra´fica e em tabe-
las. Mostra-se que a frac¸a˜o molar varia significativamente de uma placa para
a outra nos regimes de transic¸a˜o e hidrodinaˆmico. Ale´m disso, e´ altamente
sens´ıvel ao potencial molecular, de modo que um potencial f´ısico, por exem-
plo, AI, deve ser usado se algue´m esta´ interessado em resultados rigorosos
sobre a distribuic¸a˜o de frac¸a˜o molar de uma mistura na˜o-isote´rmica.
Os dados apresentados podem ser usados como refereˆncia para novos
me´todos de dinaˆmica dos gases rarefeitos e de novas equac¸o˜es cine´ticas mo-
delo.
9.4 Escoamento atrave´s de um Orif´ıcio
Um fluxo de ga´s rarefeito atrave´s de um orif´ıcio, numa partic¸a˜o fina, foi
calculado para he´lio, argoˆnio e criptoˆnio, aplicando o me´todo DSMC com
base no potencial AI. Os ca´lculos foram realizados para a rarefac¸a˜o do ga´s
variando no intervalo de 0,05 a 100, para va´rios valores da raza˜o de pressa˜o,
incluindo os regimes de onda de choque e sem choque do escoamento. Na
maioria dos casos, a temperatura do ga´s e´ assumida ser 300 K. Alguns casos
foram calculados para as temperaturas de 50 K e 2000 K. Os paraˆmetros do
esquema nume´rico foram escolhidos para garantir o erro nume´rico inferior a
0,5%. A fim de destacar a precisa˜o dos modelos moleculares simplificados,
ca´lculos adicionais foram realizados para o potencial de HS com a mesma
precisa˜o nume´rica. Uma ana´lise comparativa mostrou que a diferenc¸a relativa
da taxa de fluxo do potencial AI para o obtido para o modelo molecular de HS
depende de muitos fatores, a saber, espe´cies de ga´s, paraˆmetro de rarefac¸a˜o,
e a raza˜o entre as presso˜es. Entre os gases considerados aqui, a diferenc¸a
para o He´lio e´ menor e na˜o excede 0,7%. O desvio do Criptoˆnio para HS e´ o
maior e chega a 1,4%. Um desvio relativo da taxa de fluxo devido a` variac¸a˜o
de temperatura esta´ dentro de 0,9%. Os campos de fluxo para o potencial AI
sa˜o apenas ligeiramente diferentes daqueles para o modelo de HS. Os discos
de Mach que aparecem apo´s o orif´ıcio nos fluxos em regime de onda de choque
126
sa˜o mais intensos para o potencial AI do que para o modelo de esferas r´ıgidas.
Assim, se uma incerteza de 2% ou mais e´ suficiente, em alguns ca´lculos
pra´ticos, enta˜o os resultados nume´ricos obtidos com base no modelo mole-
cular de esfera r´ıgida, ver por exemplo Refs. [125, 144, 145, 168–175], podem
ser aplicados com sucesso para qualquer ga´s monoatoˆmico em qualquer tem-
peratura. No entanto, se a incerteza tiver que ser menor do que 2%, enta˜o,
os ca´lculos devem ser efetuados aplicando-se o potencial de AI para um ga´s
espec´ıfico a uma temperatura espec´ıfica.
9.5 Trabalhos futuros
O desenvolvimento futuro dessa tese inclui o ca´lculo do escoamento atrave´s
de orif´ıcio para mistura bina´ria de He e Ar, e o de aerotermodinaˆmica de
Sate´lites, considerando a atmosfera composta como uma mistura gasosa.
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Apeˆndice A
Campos de escoamento de
orif´ıcio
Neste apeˆndice apresentamos as distribuic¸o˜es espaciais (campos) de densi-
dade nume´rica, temperatura adimensional e nu´mero de Mach local para o
escoamento por orif´ıcio, usando o potencial ab initio para o ga´s argoˆnio. Am-
bas as partic¸o˜es sa˜o mantidas a temperatura constante de 300 K. A partic¸a˜o
se localiza na posic¸a˜o x = 0 e a abertura do orif´ıcio se extende desde y = 0 ate´
y = 1, ou seja, considerando a parte sime´trica de baixo (que na˜o e´ mostrada)
o diaˆmetro do orif´ıcio e´ igual a 2. Todas as distaˆncias sa˜o em unidades de
raio do orif´ıcio. O ca´lculo do nu´mero de Mach local e´ feito considerando a
velocidade do som num ga´s ideal calculada para a temperatura local, e na˜o
para a temperatura de equil´ıbrio de 300 K. Os gra´ficos com Nu´mero de Mach
tambe´m apresentam linhas de escoamento. Podemos ver que para o regime
hidrodiaˆmico (δ = 100), em todos os casos, o escoamento e´ supersoˆnico e sur-
gem ondas de choque que formam os chamados “discos de Mach”ou “ane´is
de Mach”. Tal fenoˆmeno e´ discreto para os casos em que δ = 10 e pratica-
mente inexistente nos de regime de transic¸a˜o (δ ∼ 1). Vemos tambe´m que,
como ja´ era de se esperar, quanto maiores sa˜o as razo˜es de pressa˜o, maiores
sa˜o os valores de nu´mero de Mach para o regime hidrodinaˆmico. Ou seja,





Figura A.1: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.2: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.3: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.4: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.5: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.6: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.7: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.8: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.9: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.10: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.11: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.12: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.13: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.14: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.15: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.16: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.17: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.18: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.19: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.20: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.21: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.22: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.23: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T




Figura A.24: Distribuic¸a˜o de (1) densidade nume´rica (n), (2) temperatura T





Os potenciais ab initio que temos na literatura sa˜o os seguintes: Para o
He´lio, temos o potencial dado por Janzen e Aziz [176]. Temos tambe´m Bich,
Hellmann e Vogel [177] e [56]. Para o Argoˆnio, temos o potencial dado por
Azis [178], [63], e tambe´m [56] [179]. Para o Neoˆnio temos Bich, Hellmann e
Vogel [180] e tambe´m [56]. Para o Criptoˆnio no´s temos o potencial dado por
Nasrabad e Deiters [57] e por Tao [181], [182] e [179]. Para o Xenoˆnio temos
o artigo de Slav´ıcek et ali. [179]. Para He2, Ne2, Ar2, He-Ne, He-Ar, e Ne-Ar
temos o potencial dado por Cybulski e Toczylowski [56]. Para He-Kr, Ne-Kr,
Ar-Kr, e Kr-2 temos Haley e Cybulski [63] e [182].
B.2 Potencial para o He
De Janzen e Azis [176] “ An accurate potential energy curve for helium
based on Ab initio calculations” (1996), temos a seguinte expressa˜o para o
potencial
























e os paraˆmetros podem ser encontrados na Tabela 1 do artigo e esta˜o repro-
duzidos aqui na tabela B.1.












/kB (K) 11,0514 (SAPT1) 11,0610 (SAPT2)
rm (nm) 0,296475 (SAPT1) 0,296463 (SAPT2)
De Bich, Hellmann e Vogel [177] o potencial e´ dado pela equac¸a˜o
U(r) = A exp(a1r+a2r















e os paraˆmetros sa˜o dados na tabela B.2.
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Os paraˆmetros para o He de Cybulski e Toczylowski [56] sera˜o colocados
juntos com misturas.
Para o He na Ref. [56] ha´ 7 aproximac¸o˜es. Elas sa˜o AV5Z, AV5Z+, AVQZ,
AVQZ+33.221, AVTZ, AVTZ+332 e avtz+33.221. Nossa suposic¸a˜o inicial foi
que av5z+ era a melhor aproximac¸a˜o. Isso foi confirmado depois. A fim de
comparar as aproximac¸o˜es, as temos plotado sempre comparando com av5z+,
por isso temos seis gra´ficos. Essas siglas referem-se aos chamados conjuntos
base, que existem em qu´ımica teo´rica e computacional, nos me´todos po´s-
Hartree–Fock, e que sa˜o um conjunto de func¸o˜es que sa˜o combinadas para
criar orbitais moleculares. As letras DZ, TZ, QZ e 5Z significam duplo,
triplo, qua´druplo e qu´ıntuplo zeta, respectivamente, onde ζ e´ um expoente
que aparece nos chamados orbitais tipo Slater, enquanto as outras letras e
nu´meros adicionam mais informac¸o˜es sobre o conjunto base.
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Na figura B.1 temos a comparac¸a˜o de AV5Z+ com AV5Z. Uma vez que
existe uma divergeˆncia clara, conclui-mos que AV5Z na˜o e´ uma boa apro-
ximac¸a˜o. Na figura B.2 podemos ver que ha´ uma diferenc¸a ainda maior.
Na figura B.3, vemos que na˜o ha´ uma diferenc¸a percept´ıvel. Como pode-
mos ver na figura B.4 ha´ uma grande diferenc¸a de AVTZ para AV5Z+. Das
figuras B.5 e B.6, podemos ver que na˜o ha´ nenhuma diferenc¸a percept´ıvel
de AVTZ+332 e, especialmente, a partir de AVTZ+3221 para AV5Z+. A
conclusa˜o e´ que se pode usar indiferentemente os paraˆmetros de AV5Z+,
AVQZ+33.221, AVTZ+33.221 e AVTZ+332.
Enta˜o a Ref. [56] nos da´ um grupo de cerca de quatro potenciais muito
diferentes. AV5Z+ e aqueles semelhantes a ele, AV5Z, AVQZ e AVTZ. Dis-
semos que o AV5Z+ e´ o melhor, mas na˜o provamos. Para fazer isso, devemos
comparar estes quatro potenciais diferentes com outro potencial fornecido por
outros autores. No´s comparamos com o potencial dado por [177] e o gra´fico
e´ dado na figura B.7. Como podemos ver, apesar do fato de que existem
algumas diferenc¸as em relac¸a˜o AV5Z+ para o potencial relatado por [177],
o AV5Z+ e´ o mais pro´ximo. Mas isso na˜o e´ bom o suficiente para nos per-
mitir escolher entre estes dois potenciais. Devemos compara´-los com outros
autores.
Figura B.1: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], av5z vs av5z+.
U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
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Figura B.2: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], avqz vs av5z+.
U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
B.3 Potencial para Ar
De Azis [178] no´s temos para o Ar
UInt = USCF + UCor, (B.2)
USCF e´ dado pela equac¸a˜o
USCF = A exp(−αr + βr2), (B.3)
e UCor dado por
UCor = −(C6r−6 + C8r−8 + C10r−10)F (r) (B.4)
F (r) = exp[−(Drmr−1 − 1)2], r < Drm; (B.5)
F (r) = 1, r > Drm (B.6)
D = 1,28 e os outros paraˆmetros sa˜o dados na tabela 1 do artigo. Aqui eles
sa˜o reproduzidos na tabela B.3.
Da Ref. [63] o potencial e´ dado por
U(r) = A exp(a1r + a2r
2 + a−1r−1 + a−2r−2)
−∑8n=3 C2nr2n [1− exp(−br)∑2nk=0 (br)kk! ] , r > 0, 4Rε
= A˜r exp(−a˜r) r < 0, 4rε
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Figura B.3: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], avqz+33221 vs
av5z+. U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
e os paraˆmetros sa˜o dados na Tabela 1 do artigo e sa˜o mostrados aqui na
tabela B.4.
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Figura B.4: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], avtz vs av5z+.
U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
Tabela B.3: Paraˆmetros para o potencial Ar-Ar HFDIDI do artigo [178]. Nem
todos os d´ıgitos mostrados sa˜o significativos.
Paraˆmetro Valor









C10 (a.u.) 4,80000000 × 104
C12 (a.u.) 2,06958126 × 106










Figura B.5: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], avtz+332 vs
av5z+. U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
Tabela B.4: Paraˆmetros para o Argoˆnio de Ref. [63].
Paraˆmetro Unidade Valor
A K 4,61330146 × 107
a1 nm
−1 −2,98337630 × 101
a2 nm
−2 −9,71208881
a−1 nm 2,75206827 × 10−2
a−2 nm2 1,01489050 × 10−2
b nm−1 4,02517211× 101
C6 K nm
6 4,42812017 × 10−1
C8 K nm
8 3,26707684 × 10−2
C10 K nm
10 2,45656537 × 10−3
C12 K nm
12 1,88246247 × 10−4
C14 K nm
14 1,47012192 × 10−5
C16 K nm
16 1,17006343 × 10−6
A˜ K nm 9,36167467 × 105




Do artigo [56] iremos mostrar com os potenciais para as misturas. Os
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Figura B.6: Potencial AI para o He de acordo com Ref. [56], avtz+33221 vs
av5z+. U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).
gra´ficos sa˜o mostrados na figura B.8.
B.4 Potencial para o Neoˆnio
Para o Neoˆnio de Bich, Hellmann e Vogel [180] o potencial e´














e os paraˆmetros sa˜o dados na tabela B.5.
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Figura B.7: Alguns potenciais AI para o He de acordo com Ref. [56] vs
[177](Vol). U em Eh (Hartree) e r em unidades de a0 (raio de Bohr).




−1 −0,428654039586 × 102
a2 nm
−2 −0,333818674327 × 101
a−1 nm −0,534644860719 × 10−1
a−2 nm2 0,501774999419 × 10−2
b nm−1 0,492438731676 × 102
C6 K nm
6 0,440676750157 × 10−1
C8 K nm
8 0,164892507701 × 10−2
C10 K nm
10 0,790473640524 × 10−4
C12 K nm
12 0,485489170103 × 10−5
C14 K nm
14 0,382012334054 × 10−6
C16 K nm





(a) AV5Z vs AV5Z+ (b) AVQZ vs AV5Z
(c) AVTZ vs AV5Z+ (d) AVTZ+332 vs AV5Z+
(e) AVTZ+33221 vs AV5Z+ (f) AVQZ+33221-AV5Z+
Figura B.8: Potenciais para o Ar de acordo com o artigo Ref. [56]. U em Eh
(Hartree) e r em unidades a0 (raio de Bohr).
B.5 Potencial para o Criptoˆnio



















Os paraˆmetros sa˜o dados na tabela 1 de [57].
B.6 Potencial para o Xenoˆnio
Achamos apenas no artigo [179].
U(r) = A exp(−α + βr2)− F (r)(C6r−6 + C8r−8 + C10r−10), (B.10)
onde
F (r) = exp[−(Dr−1 − 1)2], r < D, (B.11)
ou
F (r) = 1, r > D. (B.12)
Os paraˆmetros para o Xe junto com Ar e Kr sa˜o dados na tabela VIII de [179]
e reproduzidos aqui na tabela B.6.
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Tabela B.6: Paraˆmetros para o Argoˆnio, Criptoˆnio e Xenoˆnio do artigo [179].
Os paraˆmetros sa˜o adimensionais, de modo que as distaˆncias sa˜o em unidades
de rmin e as energias em unidade de ε.
Argoˆnio Criptoˆnio Xenoˆnio
A 333634,40 47545,928 314090,82
α 11,493139 7,3436108 10,745371
β −1,082649 −3,8609136 1,7113429
C6 1,1261753 1,0577643 1,0040372
C8 0,34453349 0,47867952 0,45081234
C10 0,72590255 0,78690783 0,76743792
D 1,1422763 1,5864501 0,85840495
ε/kB (K) 142,331 194,367 263,417
rmin (A˚) 3,771 4,037 4,420
B.7 Potencial para He2, Ne2, Ar2, He-Ne,
He-Ar e Ne-Ar

















Os paraˆmetros sa˜o dados em muitas tabelas no artigo [56]. Ha´ va´rias
aproximac¸o˜es sendo a melhor a av5z+.
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B.8 Potencial para He-Kr, Ne-Kr, Ar-Kr e
Kr-2










note que agora e´ −β e novamente






Novamente os paraˆmetros sa˜o dados em muitas tabelas no artigo [182].
Ha´ va´rias aproximac¸o˜es sendo a melhor a av5z+.
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